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Allgemeines

Es ist immer wieder bewundernswert, wie viel an Ideen, Wissen, Fleifl und Durchhaltevermogen
in den Einsendungen zur 2. Runde eines Bundeswettbewerbs Informatik stecken. Um aber die
Allerbesten fiir die Endrunde zu bestimmen, miissen wir die Arbeiten kritisch begutachten und
hohe Anforderungen stellen. Deswegen sind Punktabziige die Regel und Bewertungen mit
Pluspunkten iiber die Erwartungen hinaus die Ausnahme.

Spannende bzw. schwierige Erweiterungen der Aufgabenstellung sind Extrapunkte wert, wenn
sie auch praktisch realisiert wurden. Weitere Ideen ohne Implementierung und geringe Verbes-
serungen der bereits implementierten Losung einer Aufgabe gelten allerdings nicht als geeig-
nete Erweiterungen. Intensive theoretische Uberlegungen wie z. B. ein korrekter Beweis zur
Komplexitit des Problems werden ebenfalls mit zusitzlichen Punkten belohnt.

Falls Thre Einsendung nicht herausragend bewertet wurde, lassen Sie sich auf keinen Fall ent-
mutigen! Allein durch die Arbeit an den Aufgaben und ihren Losungen hat jede Teilnehmerin
und jeder Teilnehmer viel gelernt; diesen Effekt sollten Sie nicht unterschitzen. Selbst wenn Sie
die Losung zu nur einer Aufgabe einreichen konnten, so kann die Bewertung Threr Einsendung
bei der Anfertigung kiinftiger Losungen hilfreich fiir Sie sein.

Bevor Sie sich in die Losungshinweise vertiefen, lesen Sie bitte kurz die folgenden Anmerkun-
gen zu den Einsendungen und beiliegenden Unterlagen durch.

Bewertungsbogen

Aus der 1. Runde oder auch aus fritheren Wettbewerbsteilnahmen kennen Sie den Bewertungs-
bogen, der angibt, wie Thre Einsendung die einzelnen Bewertungskriterien erfiillt hat. Auch in
dieser Runde konnen Sie den Bewertungsbogen im Anmeldesystem AMS einsehen. In der 1.
Runde ging die Bewertung noch von 5 Punkten aus, von denen bei Méngeln abgezogen werden
konnte. In der 2. Runde geht die Bewertung von zwanzig Punkten aus, bei denen Punkte abge-
zogen und manchmal auch hinzuaddiert werden konnten. In dieser Runde gibt es auch deutlich
mehr Bewertungskriterien als in der 1. Runde.

Terminlage

Fiir Abiturientinnen und Abiturienten ist der Terminkonflikt zwischen Abiturvorbereitung und
2. Runde sicher nicht ideal. Doch leider bleibt dem Bundeswettbewerb Informatik nur die erste
Jahreshilfte fiir diese Runde: In der zweiten Jahreshilfte lduft namlich die zweite Runde des
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Mathematikwettbewerbs, dem wir keine Konkurrenz machen wollen. Aber: die Bearbeitungs-
zeit fiir die Runde betridgt etwa vier Monate. Friihzeitig mit der Bearbeitung der Aufgaben
zu beginnen ist der beste Weg, zeitliche Engpédsse am Ende der Bearbeitungszeit gerade mit
der wichtigen, ausfiihrlichen Dokumentation der Aufgabenldsungen zu vermeiden. Aufgaben
der 2. Runde sind oft deutlich schwerer zu 16sen, als sie auf den ersten Blick erscheinen. Erst
bei der konkreten Umsetzung einer Losungsidee stot man manchmal auf Besonderheiten bzw.
noch zu 16sende Schwierigkeiten, was dann zusétzlicher Zeit bedarf. Daher ist es sinnvoll, die
einzureichenden Aufgaben nicht nacheinander, sondern relativ gleichzeitig zu bearbeiten, um
nicht vom zeitlichen Aufwand der jeweiligen Aufgabe kurz vor Ablauf der Bearbeitungszeit
unangenehm iiberrascht zu werden.

Dokumentation

Es ist sehr gut nachvollziehbar, dass Sie Thre Energie bevorzugt in die Losung der Aufgaben,
die Entwicklung Ihrer Ideen und deren Umsetzung in Software flieBen lassen. Doch ohne eine
verstiandliche Beschreibung der Losungsideen und ihrer jeweiligen Umsetzung, eine iibersicht-
liche Dokumentation der wichtigsten Komponenten Threr Programme, eine geeignete Kommen-
tierung der Quellcodes und eine ausreichende Zahl sinnvoller Beispiele (welche die verschie-
denen bei der Losung des Problems zu beriicksichtigenden Fille abdecken) ist eine Einsendung
nur wenig wert.

Bewerterinnen und Bewerter konnen die Qualitit IThrer Aufgabenlésungen nur anhand dieser
Informationen verniinftig einschédtzen. Méngel in der Dokumentation der Einsendung konnen
nur selten durch Ausprobieren und Testen der Programme ausgeglichen werden — wenn die
Programme denn iiberhaupt ausgefiihrt werden konnen: Hier gibt es gelegentlich Probleme,
die meist vermieden werden konnten, wenn Losungsprogramme vor der Einsendung nicht nur
auf dem eigenen, sondern auch einmal auf einem fremden Rechner auf Lauffihigkeit getestet
wiirden. Insgesamt sollte die Erstellung der Dokumentation die Programmierarbeit begleiten
oder ihr teilweise sogar vorangehen: Wer nicht in der Lage ist, Idee und Modell prizise zu for-
mulieren, bekommt auch keine saubere Umsetzung hin, in welcher Programmiersprache auch
immer.

Einige unterhaltsame Formulierungsperlen sind im Anhang wiedergegeben.

Bewertung

Bei den im Folgenden beschriebenen Losungsideen handelt es sich nicht um perfekte Muster-
16sungen, sondern um sinnvolle Losungsvorschldge. Dies sind also nicht die einzigen Losungs-
wege, die wir gelten lieBen. Wir akzeptieren vielmehr in der Regel alle Ansitze, auch unge-
wohnliche, kreative Bearbeitungen, die die gestellte Aufgabe verniinftig 16sen und entsprechend
dokumentiert sind. Einige der Fulnoten in den folgenden Losungsvorschlidgen verweisen auf
weiterfithrende Fachliteratur fiir besonders Interessierte; Lektiire und Verstindnis solcher Lite-
ratur wurden von den Teilnehmenden natiirlich nicht erwartet.

Unabhingig vom gewihlten Losungsweg gibt es aber Dinge, die auf jeden Fall von einer guten
Losung erwartet wurden. Zu jeder Aufgabe wird deshalb in einem eigenen Abschnitt, jeweils
am Ende des Losungsvorschlags erldutert, auf welche Kriterien bei der Bewertung dieser Auf-
gabe besonders geachtet wurde. Dabei konnen durchaus Anforderungen formuliert werden, die
aus der Aufgabenstellung nicht hervorgingen. Letztlich dienen die Bewertungskriterien dazu,
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die allerbesten unter den sehr vielen guten Einsendungen herauszufinden. AuBerdem gibt es
aufgabenunabhiingig einige Anforderungen an die Dokumentation (klare Beschreibung der Lo-
sungsidee, geniigend aussagekriftige Beispiele und wesentliche Ausziige aus dem Quellcode)
einschlieBlich einer theoretischen Analyse (geeignete Laufzeitiiberlegungen bzw. eine Diskus-
sion der Komplexitit des Problems) sowie an den Quellcode der implementierten Software (mit
ibersichtlicher Programmstruktur und verstindlicher Kommentierung) und an das lauffihige
Programm (ohne Implementierungsfehler). Wiinschenswert sind auch Hinweise auf die Gren-
zen des angewandten Verfahrens sowie sinnvolle Begriindungen z. B. fiir Heuristiken, vorge-
nommene Vereinfachungen und Niherungen. Geeignete Abbildungen und eigene zusitzliche
Eingaben konnen die Erlduterungen in der Dokumentation gut unterstiitzen. Die erhaltenen
Ergebnisse fiir die Beispieleingaben (ggf. mit Angaben zur Rechenzeit) sollten leicht nachvoll-
ziehbar dargestellt sein, z. B. durch die Ausgabe von Zwischenschritten oder geeignete Visuali-
sierungen. Eine Untersuchung der Skalierbarkeit des eingesetzten Algorithmus hinsichtlich des
Umfangs der Eingabedaten ist oft ebenfalls niitzlich.
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Aufgabe 1: Schmucknachrichten

In dieser Aufgabe soll fiir Sybille und Pedram ein maBgeschneiderter prifixfreier Code erstellt
werden. Mit diesem soll eine Textnachricht mittels Farbperlen moglichst kurz codiert werden,
um schlussendlich eine kompakte Perlenkette zu ergeben. In der Aufgabenstellung wird zwi-
schen Perlensammlungen mit

a) jeweils gleich groflen Perlen und
b) moglicherweise unterschiedlich groen Perlen

unterschieden. Im Folgenden werden wir grundsétzlich den allgemeinen Fall mit verschiedenen
Perlengroen betrachten, aus dem sich der mit gleich groflen als Spezialfall ergibt.

Im Sinne der Aufgabenstellung treffen wir auBerdem folgende Annahmen:

* Es ist fiir uns nicht relevant, wie Sybille und Pedram schlussendlich den Startpunkt der
Sequenz auf der Kette markieren. Lediglich die Bedingung, dass sich ab dem Startpunkt
ein eindeutig entschliisselbarer Code ergibt, ist relevant.

* Auf dem Beipackzettel darf jede Perle nur mit einem Unicode Buchstaben assoziiert wer-
den. Buchstabengruppen oder gar Teilsitze diirfen nicht eingeschlossen werden.

[T
(]

* Das Leerzeichen ist ein zu codierendes Symbol.

* Die Giite eines Codes messen wir an der Gesamtlidnge der Kette, welche sich als Summe
der benotigten Perlendurchmesser ergibt.

1.1 Losungsidee

Im Folgenden werden drei Losungsansidtze zum Finden von zunichst sehr kurzen und dann
optimalen Codierungen vorgestellt. Alle drei Ansdtze haben dabei gemeinsam, dass sie das
Problem als eine Suche auf Bdumen formulieren. Diese bieten den Vorteil, dass die so entste-
henden Codes automatisch prifixfrei sind. Ein Code ist prifixfrei, wenn kein giiltiges Codewort
der Anfang eines anderen ist; dann kann jede codierte Nachricht eindeutig entschliisselt werden.
In Abbildung 1.1 ist die Ubersetzung einer Kodierungstabelle mit den Code in einen solchen
Baum skizziert.

Um Verwirrungen vorzubeugen, folgen zunichst einige Definitionen. Von der Aufgabenstel-
lung gegeben ist ein Text mit dem Eingabealphabet & = {ey,...,e, }, das aus den insgesamt n
benutzten (Unicode-)Symbolen e; besteht. Jedes Symbol aus dem Eingabealphabet kommt im
Text mit der Haufigkeit Hiufigkeit(e;) vor. AuBerdem werden die p Perlen gegeben, die un-
ser Codierungsalphabet ¢ = {ci,...,c, } mit den Codierungssymbolen c; ergeben. Die Perlen
haben jeweils den ganzzahligen Durchmesser(c;) (in Millimeter). Ein Codewort w = ¢;, -+ - ¢;,
ergibt sich dann aus der Aneinanderreihung von Codierungssymbolen, in dem Fall aus der An-
einanderreihung der insgesamt m Codierungssymbole ¢;,,...,c;,. Alle Codewdrter zusammen
ergeben den schlussendlichen Code W = {wy,...,w, }, bei dem jedem Symbol ¢; aus dem Ein-
gabealphabet E ein Codewort w; zugeordnet wird. Wir definieren die Linge eines Codeworts
w = ¢;, ---cj, als Summe der Linge der Codierungssymbole, also

Lange(w) = Durchmesser(c;, ) + ... + Durchmesser(c;,, ).
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Codewort  Symbol
000
001
100
101
01
11

mmgOw e

Abbildung 1.1: Ubersetzung der links dargestellten Codetabelle in den rechts dargestellen Co-
dierungsbaum. Dabei diktiert das Codewort fiir jedes Symbol ausgehend vom
Wurzelknoten (grau) die Position im Baum. Hat dieses an der aktuellen Stelle
eine 0, befindet sich das Symbol im linken Teilbaum des aktuellen Knotens, bei
einer 1 im rechten. Geht man so das Codewort von links nach rechts durch,
befinden sich die zu codierenden Symbole dann jeweils an den Blittern des
Baums. Umgekehrt kann fiir jedes Symbol das Codewort durch Abgehen der
Kanten erhalten. Folgt man dem fett markierten Pfad zum Symbol “B”, muss
man beispielsweise die Kanten 001 entlang, was seinem Codewort entspricht.

Fiir einen Text ergibt sich damit die Gesamtlidnge als Summe der jeweiligen Codewortlingen
multipliziert mit der Haufigkeit des Eingabesymbols, welches sie codieren, also

Linge(Text) = Z Linge(w;) x Haufigkeit(e;). (1.1)

w;eW

Damit der Code prifixfrei ist (kein Codewort ist der Anfang eines anderen Codewortes), muss
fiir jedes Paar w; und w; aus Codewdrter, niemals w; = w - s mit s einer beliebigen Sequenz von
Codierungssymbolen gelten.

Beispiel

Im Beispieltext 7 = DIE_,SONNE_SOLL_DIR, ,IMMER SCHEINEN aus der Aufgabenstellung tau-
chen die n = 12 Eingabesymbole

E={.,,C,D,E,H,I,L,M,N,0,R,S}

auf; wobei beispielsweise e = C und e;; = R. Durch Zihlen im Text ergeben sich die Hau-
figkeiten, so ist beispielsweise Héufigkeit(e;) = 1 und Hiufigkeit(e;;) = 2. Zur Codierung
stehen die p = 2 Perlen in rot und blau zur Verfiigung, also C = {r,b}. Diese haben jeweils
die gleichen Durchmesser, sodass Durchmesser(r) = Durchmesser(b) = 1. Aus den beiden
Codierungssymbolen ergeben sich die Codeworter

W = {rrb,bbbbb,bbbr, rrr,bbbbr,rbb,bbrb,bbrr,rbr,brbb,brbr,brr },

wobei nun beispielsweise e; der Code wy = bbbbb zugeordnert wurde; seine Lange ist Ldnge(w;) =
5. Insgesamt hat der Text eine Linge von 113.
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Eine untere Schranke fiir die Kettenlédnge

Wie gut ein verlustfreier Code, also insbesondere auch ein prifixfreier Code, eine Nachricht
codieren kann, ist in der Informationstheorie unter dem Shannon Coding Theorem! bekannt.
Im Folgenden wird dieses fiir die Perlenketten in der Aufgabenstellung formuliert, es reicht
allerdings auch zu wissen, dass sich daraus eine minimale Linge fiir die Perlenketten ergibt, die
diese nicht unterschreiten kdnnen.

Konkret lautet es wie folgt: Seien p; die relativen Haufigkeiten der Eingabesymbole e¢;, also

B Hiufigkeit(e;)
~ Gesamtanzahl Eingabesymbole

Di

Dann ist durch die Entropie

H({pi}) ==Y pilog, pi

und die Kapazitit ¢+ des benutzten Informationskanals eine obere und untere Schranke der zu
erwartenden Nachrichtenlinge L durch

H{pi}) _ L <H<{Pi})_|_1

—log,t — Linge(Text) = —log,t?

gegeben. Der Informationskanal ist in unserem Fall durch die Perlen gegeben, wir verwenden
also den Bunte-Perlen-auf-Halsketten-kanal. Seine Kapazitit 7 ist abhéngig von den Perlenlidnge
und durch die positive Nullstelle des folgenden Polynoms gegeben:

tDurchmesser(cl) +... _I_tDurchmesser(cp) —1=0.

Eine Motivation fiir die Form dieses Polynoms wird spéter in Abschnitt 1.5 skizziert. Die untere
Schranke ShannonBound(Text) = —H ({ p; })/log,t bezeichnen wir als Shannon-Bound. Da-
durch dass die Hiufigkeiten der Eingabesymbole direkt aus dem zu codierenden Text stammen,
ist die zu erwartende Linge L gleich der optimalen Lénge. In diesem Sinne ist es also sinnvoll,
die Shannon-Bound als untere Schranke fiir die Léange des codierten Texts zu verwenden.

Beispiel

Fiir das oben beschriebene Beispiel aus der Aufgabenstellung ist die Kanalkapazitit durch die
Gleichung t! 4¢' — 1 =0 zu bestimmen, also ist # = 0.5. Rechnen wir das mit —log, ¢ =log,2 =
1 in Bits um, bedeutet das also, dass der Kanal mit jedem Symbol genau ein Bit transportiert;
das ergibt Sinn, da die beiden Perlen durch ihren identischen Durchmesser ebenso gut als 0 und
1 verstanden werden konnen. Die Entropie ergibt sich aus den Haufigkeiten

p,=5/33, pc=1/33, pp=2/33, pe=5/33, pu=1/33, pr=4/33,
pL=2/33, pu=2/33, pn=4/33, po=2/33, pr=2/33, ps=3/33.

'https://en.wikipedia.org/wiki/Shannon%27s_source_coding_theorem
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Damit ergibt sich die Gesamtentropie als H({ p; }) ~ 3,409 Bits. Der Text ist insgesamt 33 Zei-
chen lang, die Gesamtldnge der codierten Nachricht L liegt im Erwartungswert also zwischen

112 <L <113,

1.2 Greedy-Ansatz durch n-ary Huffmann Codierung

Fiir bindre Codierungsalphabete mit gleichen Lingen kann mit Hilfe der Huffmann Codierung
ein optimaler prifixfreier Code gefunden werden. Fiir allgemeinere Codierungsalphabete mit
mehr als zwei Symbolen ist der sich mit einer Verallgemeinerung des Verfahrens ergebende
Code allerdings nicht optimal, dient jedoch als Startpunkt fiir den quasi-polynomiellen Ansatz
in Abschnitt 1.4.

Der Grundgedanke des Greedy Verfahrens ist folgender: Sortiert man die Eingabesymbole nach
ihrer Haufigkeit, so ist es voraussichtlich von Vorteil, Symbolen mit einer hoheren Hiufigkeit
Perlen mit einer kleineren Lange zuzuordnen. Um eine moglichst optimale Zuordnung zu fin-
den, definieren wir die Tabelle GREEDYLANGE. lhre Eintrige ergeben sich wie folgt: Fiir die
Eingabesymbole mit Indizes zwischen igyre und ienqg Wird in GREEDY LANGE (istart, fend, ) die
vom Greedy Verfahren als optimal gefundene Codewortlinge eingetragen, bei der alle Code-
worter nur mit den Perlen von 1 bis g beginnen. Nach dem ersten Codierungssymbol kénnen
wieder alle p Perlen verwendet werden. Fiir insgesamt n Eingabesymbole und p Perlen, ist die
als optimal gefundene Lénge fiir den gesamten Text also GREEDYLANGE(1,n, p).

Nun verwenden wir einen dynamischen Ansatz, um die Tabelle GREEDYLANGE zu fiillen. Da-
bei ist die zugrundeliegende Idee, dass dynamisch kleinere Teilbiume zusammengesetzt wer-
den. Betrachten wir beispielsweise den optimalen Codierungsbaum fiir das Intervall von gy
bis iepg mit Perlen 1,...,g. Dieser hat entsprechend bis zu g abgehende Kanten. Das Problem
kann nun anndhernd optimal zerlegt werden, indem fiir ein k£ im Intervall die ersten Eingabe-
symbole von igqy¢ bis k in einem Teilbaum mit der Perle ¢ untergebracht werden. Die iibrigen
Eingabesymbole von k + 1 bis icpqg konnen dann hochstens die Perle g — 1 verwenden, um noch
einen giiltigen Codierungsbaum zu ergeben. An der Kante mit der Perle g kann dann wieder ein
Teilbaum angehiingt werden, der alle verfiigbaren Perlen verwendet. Nun minimiert man iiber
alle moglichen Einteilungen k und kann dadurch die Greedy Lédnge ausrechnen. Das Verfahren
ist in der folgenden Gleichung graphisch dargestellt:

GREEDYLANGE (igtart, fend,¢) = min
k GREEDYLANGE(k+ 1,icnd, g — 1)

GREEDYLANGE (istart, k, p)

Die Gesamtkosten dieses Codewortbaums ergeben sich aus den Kosten, den linken Teilbaum
zusitzlich mit der Perle g zu versehen und den Kosten des rechten Teilbaums, also

k
GL(i,j,q) = GL(i,k,p) + GL(k+ 1, j,q — 1) + Durchmesser(g) x ZHéiuﬁgkeit(l)
~

1

In der Umsetzung miissen wir die folgenden Beobachtungen beriicksichtigen:



43. Bundeswettbewerb Informatik 2. Runde

Algorithmus 1 Dynamischer Greedy n-ary Huffmann

Require: Sortierte Hiaufigkeiten der n Eingabesymbole und Grof3e der p Perlen

function GREEDYLANGE (istart, fend, 1)
if g = 1 then .
- return Durchmesser(1) x ¥, _Hiufigkeit(/) + GREEDYLANGE (istart, fend; P)
Minimum <— oo
if g > 2 then > Mehr als 2 Perlen verfiigbar
' Minimum <~ GREEDYLANGE (itart, iend, ¢ — 1) > Teilbaum ohne Perle g
for k im Intervall igy bis iopg — 1 do
. Minimum < min{ GL(i, j,q), Minimum }
return Minimum

 Steht nur noch eine Perle zur Verfiigung, also ¢ = 1, muss diese fiir das gesamte Intervall
zur Codierung verwendet werden.

e Wenn i, = leng muss nur ein Element kodiert werden. Dafiir ist keine weitere Per-
le notwendig und entsprechend ist GREEDYLANGE(i,i,*) = 0 unabhingig vom dritten
Argument.

* Wenn mehr als zwei Perlen noch zur Verfiigung stehen, also ¢ > 2, kann es sich lohnen,
nicht alle Perlen zu verwenden. Ein Beispiel fiir einen solchen Fall ist, wenn noch 5
Perlen zur Codierung von 3 Wortern zur Verfiigung stehen; die beiden groften konnen
dann gekonnt ignoriert werden.

In Algorithmus 1 ist der entsprechende Algorithmus als Pseudocode gegeben.

Post-Processing. Das Greedy Verfahren produziert nicht optimale Ergebnisse. Insbesondere
produziert es aber auch Codierungen, die nicht der Codewortldnge nach sortiert sind. Bevor also
Codewdorter und Eingabesymbole zugeordnet werden konnen, miissen die Codeworter nochein-
mal ihrer Lange nach sortiert werden. Danach konnen jeweils den hiufigsten Eingabesymbolen
die kiirzesten Codeworter zugeordnet werden.

Laufzeit. Die Tabelle GreedyLénge hat n x n x p Eintrédge. Fiir jeden Eintrag miissen hochs-
tens k < n mogliche Positionen fiir die Einteilung tiberpriift werden. Insgesamt ergibt sich also
eine Laufzeit von &(pn®) und ein Speicheraufwand von &' (pn?).

Rekonstruktion. In jedem Schritt des Greedy Verfahrens kann mitgeschrieben werden, an
welcher Stelle k im Intervall die Einteilung stattgefunden hat. So kann am Ende der Codie-
rungsbaum fiir die gefundene Losung erhalten werden.

Beispiel

Anhand des Beispiels aus der Aufgabenstellung wollen wir hier ein paar ausgewihlte Schritte
des Verfahrens erkldren. Dafiir ist in Abbildung 1.2 der finale Codierungsbaum dargestellt, wo-
bei jeweils die Eintrige von GreedyLénge iiber den Knoten aufgefiihrt sind. Im ersten Schritt
von Algorithmus 1 muss das k£ gefunden werden, so dass die Linge des Codes minimal wird,
wenn die Codeworter der Eingabesymbole vom ersten (K) bis zum k-ten mit einer roten Perle
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Abbildung 1.2: Der vom Greedy Verfahren erzeugte Codierungsbaum fiir das Beispiel aus der
Aufgabenstellung. Beginnend vom Wurzelknoten gibt die Farbe der Kante je-
weils an, ob eine blaue (links) oder rote (rechts) Perle verwendet wird. Unter
den Eingabesymbole (Blitter des Baums) ist deren absolute Haufigkeit angege-
ben; sie sind nach rechts aufsteigend sortiert. Uber jedem internen Knoten ist
der dazugehorige Wert von GREEDYLANGE angegeben (siehe Haupttext). Die
erste optimale Teilung findet fiir K = 4 statt. Die Berechnung der Eintridge von
GreedyLénge im fett markierten Teilbaum wird im Haupttext erklért.

beginnen und die vom k + 1-ten bis zum letzten (H) mit einer blauen beginnen. In unserem
Beispiel ist das fiir k = 4 gegeben, also beginnen die Codewdorter von E, |, N und I jeweils mit
einer roten Perle und alle anderen mit einer blauen. Diese Einteilung wurde gefunden, in dem
zunichst fiir alle Einteilungen die Eintridge in GreedyL&dnge berechnet wurden; am Ende ist
dann

4
GL(1,n=133,p=2) =GL(1,4,2)+GL(5,33,1) +Durchmesser(2) x Z Hiufigkeit(/)
133 36 44+1x15 A _
1x18

die kiirzeste Lange. Zur Erkldrung der Eintrdge in GreedyL&nge betrachten wir den in Abbil-
dung 1.2 fett markierten Teilbaum mit den Eingabesymbolen S (Index i = 5), D (i = 6) und R
(i = 7). Fir diesen wollen wir GL (istart = 5,iend = 7,9 = 2) berechnen, also die beste Codie-
rung der drei Symbole mit den beiden verfiigbaren Perlen. Zunichst fiir den linken Teilbaum,
in diesem sind nur R und D codiert, also ist nach der Aufteilung des Baums zwischen den beiden
Elementen

GL(6,7,2) =GL(7,7,1)+GL(6,6,2) +Durchmesser(2) x Haufigkeit(D) = 4.

2 0 1x2

Diese Formel beschreibt dabei lediglich das, was zu erwarten ist: codiere ich zwei Symbole
mit den beiden Perlen, so kann ich dem ersten Symbol die rote und dem zweiten die blaue
zuweisen; die Gesamtldnge des codierten Textes ist dann lediglich die absolute Haufigkeit der
beiden Symbole addiert.

Genauer betrachtet ergeben sich die Terme wie folgt: fiir das Symbol R bei Index 7 greift die
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Regel, dass es in einem Teilbaum mit nur einer verfiigbaren Perle (¢ = 1) ist; dementsprechend
muss zunichst erst diese angehingt werden, was die Gesamtkosten 2 erzeugt. Das Symbol
D befindet sich nach der Aufteilung in einem Teilbaum mit mehr als zwei verfiigbaren Perlen
und bedarf keiner weiterer Kosten, weil GL(i,i,x) = 0. Zum Schluss miissen noch die Kosten
zum Anhingen des Blatts D beriicksichtigt werden, wofiir alle Symbole im rechten Teilbaum
(lediglich D) die zusitzlichen Kosten Durchmesser(2) = 1 erzeugen.

Im nidchsten Schritt soll nun zusétzlich das S beriicksichtigt werden. Dafiir wird vor den linken
Teilbaum eine blaue Perle geschalten, dem S wird eine rote Perle zugewiesen. Der gesamte
Teilbaum hat damit die Codewortldnge

GL(5,7,2) = GL(6,7,1) +GL(5,5,2)+Durchmesser(2) x Haufigkeit(S) = 11,

1x4+GL(6,7,2) 0 1x3

was eben wieder der Linge entspricht, die sich ergibt, wenn wir an den linken Teilbaum eine
blaue und an den rechten eine rote Perle anhingen. Nach dem selben Prinzip lassen sich alle
anderen Eintrige der Tabelle in Abbildung 1.2 nachrechnen.

1.3 ILP-Ansatz

Ein Algorithmus um die optimale Kodierung zu erhalten, wurde von Richard M. Karp in ei-
nem 1960 erschienenen Aufsatz> erliutert. Dabei wird das Finden des Optimalen Codes in ein
Integer Linear Program iibersetzt, dessen Struktur im Folgenden erklért werden soll.

Integraler Bestandteil der ILP Formulierung sind die Variablen a; > 0 und b; > 0 mit j > 0.
Dabei bezeichnet a; die Anzahl an Codewdrter, die die Linge j haben. Entsprechend muss
ap = 0 sein, da kein Codierungssymbol die Linge 0 haben sollte. Die GroBe b; beschreibt die
Anzahl der Prifixe, die die Lange j haben; fiir j = 0 gibt es genau einen giiltigen Prifix by =
1: das leere Wort.> Durch Anfiigen von Codierungssymbolen an bestehende Priifixe konnen
insgesamt

m
Y bj Linge(cr)
k=1

Priifixe b; oder Codeworter a; erhalten werden. Damit ergibt sich die Randbedingung fiir giilti-
ge Codes als

m
aj+b;< Z bj—Léinge(ck)v
k=1

wobei die Ungleichheit ermdglichen soll, dass nicht alle Codeworter genutzt werden. Die zu

ZR. Karp, “Minimum-redundancy coding for the discrete noiseless channel,” in IRE Transactions on Information
Theory, vol. 7, no. 1, pp. 27-38, January 1961, doi: 10.1109/TIT.1961.1057615

3 Angenommen zur Codierung stehen insgesamt drei Perlen zur Verfiigung, von denen zwei den Durchmesser 1
haben, die zweite sei grofler. Dann konnen auf der ersten Ebene bis zu zwei giiltige Codeworter entstehen,
was sich in den Gleichungen durch a; + b1 < 2bg widerspiegelt. Beispiellosungen sind a; = 0, b1 = 2 (kein
abgeschlossenes Codewort, zwei offene Prifixe); a; = 1, by = 1 (ein abgeschlossenes Codewort, ein offener
Prifix) oder a; = 2, by = 0 (zwei abgeschlossene Codewdrter, kein offener Prifix). Alles das sind Beschrei-
bungen sinnvoller, aber nicht unbedingt kiirzester Codebdume. Die Linge wird dann durch die Kostenfunktion
beschrieben.

10
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Algorithmus 2 ILP Formulierung nach Karp

Require: Sortierte Hiaufigkeiten der n Eingabesymbole und Grof3e der p Perlen

Minimiere
Offen(

Linge(T Z Z Hauﬁgkelt (i)

mit Randbedlngungen

aj+bj < Z bj—Lﬁnge(ck)> ap=0, by=1,
k=1
Offen(j) = Offen(j — 1) — Offen(0) =

minimierende Kostenfunktion sind die Gesamtkosten des Codes, also Linge(Text) aus Glei-
chung (1.1).

Um die Léangen der konkreten der Codeworter Lange(w;) auszurechnen, kann entweder wie von
Karp vorgeschlagen eine Erweitungen der a; auf die Matrix

~J1 wennLénge(w;) = j
Wi 0 sonst,

oder eine Zihlfunktion nach M. Golin und G. Rote genutzt werden, welche die noch offenen
Eingabesymbole wie folgt zihlt:

Offen(j) = Offen(j — 1) —a;.

Dabei sind am Anfang alle Eingabesymbole noch offen, also Offen(0) = n. Dann ist entspre-
chend

Offen(;j
Linge(T Z Z Hauﬁgkelt e

die zu minimierende Kostenfunktion. Damit ergibt sich das in Algorithmus 2 formulierte Li-
neare Programm. Dieses kann mit modernen ILP-Solvern wie beispielsweise HIGHS* geldst
werden.

Laufzeit. Die maximale Tiefe des Codebaumes fiir n Eingabesymbole ist durch den Durch-
messer P der groBten Perle und die Anzahl p von Perlen iiber Plog,n beschrinkt. Dies ent-
spricht einem Baum mit p Kanten pro Knoten, die jeweils P lang sind. Auf jeder Ebene konnen
bis zu n Codewdorter offen sein, also konnen wir die Gesamtlaufzeit als & (n” logl’") schitzen.

“https://highs.dev/
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Tiefe
0

5

Abbildung 1.3: Ein Codierungsbaum mit 16 Knoten der sich aus den drei Perlen mit Lingen
1, 1 und 3 ergibt; entsprechend hat jeder interne Knoten exakt drei Kinder.
Abgeschlossene Codeworter sind grau markiert. Die Tiefe eines Knoten ergibt
sich aus der Linge des entsprechenden Prifixes oder Codeworts, welchen er
reprisentiert.

1.4 Quasi-Polynomieller Ansatz

Ein Ansatz, der polynomiell in der Anzahl n der Worter im Eingabealphabet aber exponentiell
in der grofiten GroBle der Perlen ist, wurde von M. Golin und G. Rote> beschrieben. Dabei
wird die Suche nach dem optimalen Code als Suche nach dem kiirzesten Weg auf einem Gra-
phen umformuliert. Entsprechend wird im Folgenden zunéchst diese Graphenstruktur erldutert.
Danach werden Anpassungen diskutiert, die es ermdglichen, den Algorithmus auch fiir grofle
Eingabealphabete zu verwenden.

Graphenstruktur. Ahnlich wie im ILP Ansatz wird fiir den Graphen ein Baum in einer be-
stimmten Tiefe durch zwei Eigenschaften charakterisiert: Erstens seine Anzahl an bereits ab-
geschlossenen Knoten beziehungsweise fiir ein Code die Anzahl an bisher festgelegten Code-
wortern. Zweitens seine Anzahl an noch offenen Knoten, an denen spiter Teilbiume angehingt
werden konnen. Die Kombination dieser beiden Eigenschaften wird Signatur genannt. Ab-
weichend von der Skizze in Abbildung 1.1 miissen die Knoten dafiir ebenfalls mit einer Tiefe
versehen werden, welche angibt, wie lang der bisher entstandene Prifix ist. In Abbildung 1.3
ist so ein Codierungsbaum, welcher mit einer Tiefe versehen wurde, skizziert. Sei P die Linge
der groBBten Perle, dann definieren wir die Signatur eines Baums T als

sig/(T) = (ms1,.... Ip)

wobeil m die Anzahl an bereits festgelegten Codewortern in 7' bis zur Tiefe i ist und [y,...[p
die jeweilige Anzahl der noch offenen Prifixe der Tiefe 1,...,P, ausgehend von dieser Stufe
sind. Fiir den Baum in Abbildung 1.3 sind die entsprechenden Signaturen in Abbildung 1.4
dargestellt.

SM. I. Golin and G. Rote, “A dynamic programming algorithm for constructing optimal prefix-free codes with
unequal letter costs,” in IEEE Transactions on Information Theory, vol. 44, no. 5, pp. 1770-1781, Sept. 1998,
doi: 10.1109/18.705558
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Tiefe Tiefe

N A~ W NN = O
AW N = O

sigy(T) = (0;2,0,1) sig;(T) = (0;4,1,2)
Tiefe Tiefe

wn A W NN = O
wn A W NN = O

sigy(T) = (2;5,2,2) sig3(T) = (7:2,2,0)
Tiefe Tiefe

L A W NN = O
b A W NN = O

sig4(T) = (9;2,0,0) sigs(T) = (11;0,0,0)

Abbildung 1.4: Die verschiedenen Signaturen fiir den Codierungsbaum aus Abbildung 1.3. Da
die hochste Perle die Linge 3 hat, ist P = 3. Entsprechend hat jede Signa-
tur die Form sig,(7') = (m;1y,12,13). Dabei gibt m die Anzahl abgeschlossener
Codeworter (grau) mit Tiefe < i an. Die /j, [, und /3 sind jeweils die An-
zahl noch offener Knoten mit Tiefe i+ 1, i +2 und i+ 3. Beispielsweise ist
sig> (T) = (2;5,2,2), da sich auf Ebene 2 genau 2 abgeschlossene Knoten be-
finden und dann in Tiefe 3, 4 und 5 jeweils 5, 2 und 2 noch offene Knoten.

13



43. Bundeswettbewerb Informatik 2. Runde

Tiefe Tiefe Tiefe
0 0 0
1 1 1
2 2 2
3 3 3
4 4 4
5 5 5
sig;(T) = (0;4,1,2) sigi(T) = (1;2,1,1) sig;(T) = (2;0,1,0)

Abbildung 1.5: Die verschiedenen Signaturen auf der ersten Ebene sig, () fiir den Codierungs-
baum aus Abbildung 1.3. Die Anzahl abgeschlossener Codeworter (grau) mit
Tiefe < 1 kann entweder 0, 1 oder 2 sein, woraus sich die drei Moglichkeiten
ergeben, der Rest der Signatur ergibt sich wie in Abbildung 1.4.

Zur Suche nach dem kiirzesten Code fiir einen Eingabetext verwenden wir nur einen Graphen,
dessen Knoten mogliche Codierungsbaumsignaturen sind. Fiir ein wohldefiniertes Suchpro-
blem muss nun noch eine Ubergangsregel zwischen Signaturen festgelegt werden, die spiter
angibt, welche Kanten im Graphen existieren. Auflerdem muss noch eine Kostenfunktion fest-
gelegt werden, welche die Lange eines Codes mit der aktuellen Signatur angibt.

Ubergangsregel. Erhoht man die Tiefe einer Signatur um eins, werden aus den Knoten [
solche auf der aktuellen Stufe, aus welchen der Tiefe 2 werden welche auf Tiefe 1 und so
weiter. Die Signatur dndert sich also wie folgt:

Nichste Tiefe .
sig;.1 = (m+11;b,...,1p,0).

sig; = (m;1y,...,1p)
Von den /; Knoten, die jetzt zusitzlich auf der aktuellen Ebene sind, konnen an 0 < g < [;
ein neuer Teilbaum angehingt werden, wodurch diese als interner Knoten verbleiben. Dafiir
kommen p (Gesamtzahl der Perlen) neue Knoten hinzu, welche jeweils den entsprechenden
Durchmesser der Perle tiefer als der entfernte Knoten hiingen. Mathematisch lédsst sich das wie
folgt ausdriicken: Sei d = (dy,...,dp) ein Vektor, der in jedem Eintrag d; angibt, wie viele
Perlen mit Durchmesser i es gibt. Dann dndert sich eine Signatur durch anfiigen von g Perlen
wie folgt:

) q Teilbdume anhéngen

sig= (m;1y,...,1p sigh = (m—q;11 +qd,...,Ip+qdp).

Der Vektor d heif3t auch charakteristischer Vektor.

Zusammengenommen kann eine Signatur (m;ly,...,lp) durch das Erhohen der Tiefe um eins
und das Anfiigen von 0 < g < [; Teilbdumen zu folgenden Signaturen werden:

(m3ly..lp) 5 (m+1 — sl +qdy, ..., Ip+qdp_1,qdp) (1.2)

Jede Signatur die so von einer in die andere iiberfiihrbar ist, verbinden wir im Graphen durch
eine Kante. In Abbildung 1.5 sind beispielhaft Signaturen fiir den Baum aus Abbildung 1.3
gegeben, die sich auf der ersten Ebene ergeben konnen.

14
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Kostenfunktion. Wird die Tiefe um eins erhoht, so miissen alle noch nicht zugeordneten
Eingabesymbole mindestens ein Codewort erhalten, das noch einen Millimeter lidnger als die
aktuelle Tiefe ist. Entsprechend kommt beim Ubergang von einer Signatur (m;ly,...,lp) zu
einer anderen (m';1y,...,lp) zusitzlich die Hiufigkeit der verbleibenden Eingabesymbole (in
Millimeter) hinzu, also

n
Linge(m';1y,...,lp) = Linge(m;1y,...,lp) + Z Hiufigkeit(e;). (1.3)
i=m+1

Start und Ende. Der Codierungsbaum, welchen wir am Ende tatsdchlich erhalten wollen,
hat die Signatur sig, = (n;0,...,0), weil fiir jedes der n Eingabesymbole ein Codewort verfiig-
bar sein muss. Anfangs gibt es noch keine abgeschlossenen Codewdorter und die Startsignatur

ist sigy = (0;dj,...,dp), weil beginnend vom leeren Wort einmal jede Perle angefiigt werden
kann.
Reduzieren einer Signatur. Manchmal kommt es vor, dass eine Signatur (m;[y,...,Ip) nicht

mehr zielfiihrend ist, weil die Gesamtanzahl von bereits festgelegten Codewortern m und der
noch offenen Knoten Y ;/; die Gesamtzahl an Eingabesymbolen n iiberschreitet. Sobald also

m+Y li>n (1.4)
i

miissen die /; vom hintersten Eintrag /p beginnend so lange verrigert werden, bis die obige
Bedingung wieder erfiillt ist. Dieses Verfahren wird REDUZIEREN einer Signatur genannt.

Datenstrukturen und Praktisches. Beginnend von der Startsignatur sigy konnen durch die
Vorschrift in Gleichung (1.2) suzessive mogliche neue Signaturen von Codierungsbdumen er-
halten werden. Fiir diese kann dann wieder Gleichung (1.2) angewandt werden; schreibt man
dabei fiir jede erreichte Signature die jeweils kiirzeste bendétigte Codelidnge aus Gleichung (1.3)
mit, kann am Ende vom der benétigten Codeldnge zum Zielknoten sig, der kiirzeste Code re-
konstruiert werden. Dafiir verwenden wir eine Zuordnungstabelle OPT (Assoziatives Array,
Map), in dem fiir jede Signature die kiirzeste bisher bendotigte Codeldnge gespeichert wird.

Dabei miissen die Signaturen so abgelaufen werden, dass zunichst alle erreichbaren Signaturen
der abgeschlossenen Knotenanzahl m nach aufsteigend abgearbeitet werden. Die optimale Co-
deldnge OPT fiir eine Signatur mit 7’ > m kann sich namlich durch einen noch giinstigeren aber
noch nicht begangenen Pfad im Graphen noch dndern. Andersherum hat eine Signatur mit m
keinen Einfluss mehr auf Signaturen mit weniger festgelegten Knoten m’ < m, weil diese eben
bereits fixiert sind. Genauso verhilt es sich fiir die Anzahl an noch nicht festgelegten Knoten
l1,...,lp, wo jeweils Knoten mit niedrigeren /;, dann welche mit niedrigeren /; usw. bevor-
zugt werden miissen. Entsprechend konnen die Signaturen der Reihenfolge nach abgearbeitet
werden, wenn durch die lexikographisch sortierte Liste von Vektoren

(mm+L+1m+L+L+2,....m+L+...+1,+P) (1.5)

iteriert wird. Lexikographische Ordnung heif3t hierbei, dass jeder Eintrag strikt kleiner als sein
rechter Nachbar ist. In dem man jeweils Nachbarn voneinander subtrahiert kann die Signatur
abgelesen werden. Der obige Vektor hat P+ 1 Eintrége, die jeweils von O bis n+ P+ 1 reichen,

15
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Algorithmus 3 Quasi-Polynomieller Ansatz nach M. Golin und G. Rote

Require: Sortierte Hiaufigkeiten der n Eingabesymbole, GREEDYLANGE aus Algorithmus 1
und charakteristischer Vektor d = (dy,...,dp) der Perlen
Initialisiere Heap .77 = { sig,, } mit Startsignatur sigy = REDUZIERE(0;d)
Initialisiere OPT(sigy) =0
while Heap 77 nicht leer do
Entferne kleinste Signatur sig = (m;[y,...,lp) aus 7
Berechne neue Codelidnge C = Opt(sig) + Y, | Haufigkeit(e;) siehe Gleichung (1.3)
Uberspringe wenn C > GREEDYLANGE
for g in O bis /1 do
Berechne neue Signatur sig’ = (m’;1},...,15) < (m;1y,...lp)
Wenn Gleichung (1.4) verletzt, setze sig’ < REDUZIERE(sig')
Setze OPT(sig’) = min{ OPT(sig'),C}
Fiige sig’ in Heap .57 ein, wenn nicht vorhanden

entsprechend gibt es insgesamt
n+P+1
P+1
solche Vektoren, was ¢ (nf'*1) entspricht. Durch kombinatorische Uberlegugen kann jedem
Vektor in Gleichung (1.5) eindeutig ein Index zugewiesen werden.® Um bei jedem Schritt

die lexikographisch nichstkleinste Signatur zu betrachten, werden diese in einen Heap einsor-
tiert.

Die aus dem Greedy Verfahren in Algorithmus 1 gewonnene Codelidnge kann als obere Schran-
ke fiir das Verfahren verwendet werden. Durch diesen Branch-and-bound Schritt knnen viele
nicht zielfithrende Signaturen bereits frithzeitig abgebrochen werden.

In Algorithmus 3 ist entsprechender Pseudocode gegeben.

Laufzeit. Wie oben beschrieben gibt es &'(nf*+!) Signaturen, was gleichzeitig den Speicher-
bedarf darstellt. Fiir jede Signatur kommen /; = ¢'(n) Kandidaten in Frage, die sich aus dieser
ergeben. Entsprechend ist die Laufzeit &' (n"*?).

1.5 Erweiterungen

Fiir Pedram und Sybille stellt das Auffiddeln der Perlen nun den groften Zeitaufwand dar. Au-
Berdem merken beide, dass ihre Kunden vor allem den sentimentalen Wert der Kette schitzen
und sich keiner von ihnen die Miihe macht, die Nachricht wirklich anhand des Beipackzettels zu
entschliisseln. Viel mehr zéhlt fiir die Kunden einzig und allein, dass die Nachricht dekodierbar

%Dadurch, dass die Vektoren in Gleichung (1.5) nach rechts aufsteigend sortiert sind, lisst sich Thnen eindeutig
ein Index zuordnen, beispielweise ist (0,1,...,n+ P) der erste, (0,1,...,n+ P+ 1) der zweite und so weiter.
Umgekehrt kann einem Index ein Vektor iiber die folgende Beobachtung zugeordnet werden: hat der Vektor
an der Stelle j den Wert i, so kommen fiir die Eintrige rechts von ihm (";ﬁ’i;’) Kobinationen in Frage.

Beginnend von der ersten Stelle, wird der dortige Eintrag im Vektor so lange erhoht, bis die Anzahl in Frage

gekommener Kombinationen groBer als der Index ist. Dann ist der Eintrag im Vektor genau der vorherige vom

aktuellen. Nun kann man zum nichsten Eintrag gehen und sich so sukzessive den Vektor rekonstruieren.
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ist. So kommen die beiden auf die Idee, einen noch effizienteren Code, als einen prifixfreien
Code, zu verwenden. Dieser soll weiterhin eindeutig dekodierbar sein, wenn auch nicht mehr
unbedingt von Hand. Beide entscheiden sich also ihren Kunden zusitzlich die Moglichkeit
der arithmetischen Kodierung anzubieten, wobei insgesamt weniger Perlen verwendet werden
miissen.

Der Nachteil eines prifixfreien Code ist es, dass die Eingabesymbole eine fixe ganzzahlige Co-
dierungsldnge haben, man optimalerweise aber lieber reele Codierungsldngen benutzen wiirde.
Die Idee der arithmetischen Codierung ist es nun, der gesamten Nachricht ein Intervall zwi-
schen [0, 1] zuzuordnen. Dieses kann dann im Codierungsalphabet oder im Eingabealphabet
dargestellt werden. Insgesamt handelt es sich also nur um einen Wechsel der Darstellung, wo-
bei eine erhohte Komprimierung im Vergleich zum prifixfreien Code durch den Erhalten des
Kontexts ermdglicht wird.

Wir beschreiben nun die beiden Verfahren, um einerseits eine Zeichenfolge in einem Alphabet
</ mit n Buchstaben g; in ein Intervall (u,v) mit rationalen Zahlen u,v € Q zu iibersetzen und
andererseits ein Intervall («’,V') in einen Text zu iibersetzen. Im Sinne der Aufgabe konnte
man dann den Codierungsschritt als Ubersetzung vom & in die rationale Zahl und dann ins
Codierungsalphabet % verstehen, also

. . . iibersetzt i . tibersetzt i .
& codiert in € = Text in & ———"1 rationales Intervall (u,v) ———— Text in % .

Der Decodierungsschritt ist entsprechend einfach das Verfahren umgekehrt, also

o . iib i . iib i .
€ dekodiert in & = Text in € "™ rationales Intervall (u' V) DA, Text in &.

Der Unterschied zur tiblichen arithmetischen Codierung ist, dass iiblicherweise ein Binéralpha-
bet (Bits) oder mindestens ein Alphabet mit gleich teuren Codierungssymbolen fiir die Darstel-
lung von (u,v) verwendet wird. Dadurch reicht es beispielweise die Mitte des Intervalls in der
entsprechenden Bindrbasis darzustellen, was jedoch fiir die unterschiedlich breiten Perlen nicht
ausreicht.

Decodierungsschritt. Wir wollen das rationale Intervall (u,v) fiir eine Abfolge von Zeichen
im Codierungsalphabet .7 finden. Dafiir wird fiir die n Symbole a; das Intervall [0, 1] in n
Teilintervalle (x;,y;] untergliedert, wobei xo = 0, y, = 1 und y; = x;4 gelten muss. Die Idee ist
nun, die Intervalle der Codierungssymbole so in einer zu verschachteln, dass (u,v) immer niher
eingegrenzt wird. Dafiir muss zunichst das Interval (x;,y;] und damit das Codierungssymbol
a; gefunden werden, in dem (u,v) liegt. Das entsprechende Symbol wird dann an den Code
angehéngt. Liegt (u,v) in zwei oder mehr Intervallen, ist der finale Code gefunden. Ist dies
nicht der Fall, wird das Intervall [x;,y;) auf [0, 1) vergroBert (es wird “hereingezoomt”), so dass
die Grenzen des Intervalls x; — 0 und y; — 1 werden. Damit dndern sich « und v zu
p_U—X r_ V=X

W = , V= . (1.6)
Yi—Xi Yi—Xi

Zu beachten ist hierbei, dass die Perlennachricht nach diesem Verfahren nachdem sie einmal
codiert und dann decodiert wurde, etwas linger sein kann. Entsprechend muss die urspriingliche
Linge ebenfalls vermerkt werden, nach der die Decodierung abgebrochen werden kann.
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Codierungsschritt. Um einem Text im Codierungsalphabet <7 nun ein Interval (u,v) zuzu-
ordnen, wird das Verfahren effektiv riickwirts durchlaufen. Wieder muss fiir jedes Symbol g;
ein Teilinterval [x;,y;) gefunden werden. Dann beginnt man bei (u,v) = [0, 1] und schachtelt
das Intervall fiir jedes auftretende Symbol g; so, dass (u,v) auf den durch [x;,y;) gegebenen
Teilabschnitt eingeschriankt wird. Entsprechend ist

U =u+xi(u—v), Vi=u+yi(u—v). (1.7)

So kann einmal durch den gesamten Text verfahren werden.

Optimale Intervalbreiten. Die Intervallbreiten sollten so gewéhlt werden, dass sie der re-
lativen Haufigkeit der Alphabetsymbole entsprechen. Fiir das Eingabealphabet & konnen die
optimalen Intervalbreiten also nach der Haufigkeit der Eingabesymbole e; festgelegt werden.
Dort gilt entsprechend

Hiufigkeit(e;)
X = .
' Gesamtanzahl Eingabesymbole

Intervalbreite(e;) = y; —

Fiir die Codierungssymbole ist die Zuordnung etwas komplizierter und stark verwandt mit der
Kapazitit ¢ des Perleninformationskanal in Abschnitt 1.1. Angenommen ¢ sei die Breite des
Intervalls einer Perle mit Durchmesser von 1 mm. Dann wire es wiinschenswert, wenn diese
Perle doppelt so Hiufig genutzt wird, wie eine Perle mit 2 mm, dreimal so oft wie eine mit 3 mm
Durchmesser und so weiter. Die Intervalle miissen also jeweils die relativen Gewichte 2,83,
haben, damit sie doppelt, dreifach, ... so selten getroffen werden. Am Ende sollen die Intervalle
insgesamt [0, 1] ausfiillen, die Intervallbreiten miissen sich also zur 1 addieren. Die optimale
Breite ¢ erfiillt dementsprechend die Gleichung

tDurchmesser(l) +.oF tDurchmesser(p) =1,

was exakt der Gleichung fiir die Kanalkapazitit entspricht. Alternativ kann die optimale Ka-
nalbreite auch dadurch gefunden werden, dass fiir die Intervalle der Perlenen mit Breite b; der
relative Informationsgewinn pro Lingeneinheit maximiert wird. Der Informationsgewinn ist
die Entropie

S(bi) = =Y bilogh;,
i

die mittlere Léinge ist

Linge(b;) = Zb,- x Durchmesser(i).
i

Maximiert man nun S(b;)/Linge(b;) erhilt man die gleiche Einteilung wie nach der optimalen
Breite ¢.

Beispiel

Anhand des Beispiels aus der Aufgabenstellung, soll hier das Verfahren nocheinmal erldutert
werden. Die Intervalbreiten haben wir bereits vorher durch ¢ = 0.5 gel6st, wir weisen also der
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E 0,5/33) . [5/33,10/33
1 [14/33,18/33) S [18/33,21/33
)
)

) [10/33,14/33
)
R [23/33,25/33) M [25/33,27/33)
)
]

N )
D [21/33,23/33)
O [27/33,29/33)

L [29/33,31/33) C [31/33,32/33) H [32/33,1]

r [0,0.5) b [0.5,1

Gesamtlinge: 33 Symbole

Tabelle 1: Arithmetischer Beipackzettel fiir schmuckO. txt.

roten Perle das Intervall [0,0.5) und der blauen Kugel das Intervall [0.5,1.0] zu. Fiir die Einga-
besymbole verwenden wir die Sortierung aus Abbildung 1.2, wobei wir die Symbole von rechts
nach links lesen. So hat beispielsweise E das Intervall [0,5/33), ., das Intervall [5/33,10/33),
N das Intervall [10/33,14/33) und so weiter, bis schlieBlich H das Intervall [32/33,1.0] zuge-
ordnet wird; weitere sind in Tabelle 1 gegeben. Im ersten Schritt wollen nun also den Text
T = DIE_SONNE,_ SOLL DIR,,IMMER SCHEINEN in ein rationales Interval (u,v) libersetzen.

Am Anfang ist u =0, v =1 und es wird das Symbol D eingelesen, welchem das Intervall
[21/33,23/33) zugeordnet ist. Die Intervallgrenzen werden entsprechend Gleichung (1.7) also
wie folgt aktualisiert:

21 7 23 23
/: _— 1:— /: —_— 1:—
u 0+33>< 1 v 0+33>< 33

Im nichsten Schritt wird ein I eingelesen, zu dem das Intervall [14/33,18/33) gehort. Also
ist

u'—7—|—14>< 23 7\ 721 v,_7+18>< 23 7\ 81
11 33 33 11/ 1089’ 11 33 33 11/)  121°

Auf diese Weise wird das Intervall immer weiter eingegrenzt, bis am Ende nach dem Einlesen
des letzten Symbols

3167254781738172155602808907485078493488917360291

" T 4781853336583741771837630738320908723679154940019
3167254781738172155602808907485079148848917360291

~ 4781853336583741771837630738320908723679154940019°

v

Nun ist die Hilfte der Codierung geschafft und die beiden Zahlen miissen nun ins Codierungs-
alphabet iibersetzt werden. Dafiir finden wir zunichst die Perle, in der das Interval (u,v) liegt.
Im Beispiel ist dies die blaue Perle, da 0.5 < u. Danach wird nach Gleichung (1.6) das Intervall
wieder auseinandergezogen, so dass [0.5,1.0] — [0, 1] wird. Dann sind

, 3105312453785205078735974153298496526597359561126

T 9563706673167483543675261476641817447358309880038
,  3105312453785205078735974153298499148037359561126

" 9563706673167483543675261476641817447358309880038"

Dieses Interval ist in [0,0.5), die nichste Perle ist also eine rote. Dies wird nun so lange wieder-
holt, bis ' < 0 oder V' > 1 ist. Dann ergibt sich schlussendlich das finale Codewort brbrbrrbbrr
rbbbbbrbbrrrrbbrrrrrrbbrbrbbbrbbrbrbrrrrrbbbrrbbrrbbbrbrrbbrrrbrbbbbbrbbrbbbbbrbbbb
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bbbbrrbbbrrbrbbrbr mit einer Gesamtliange von 112mm. Um das Codewort zu entschliisseln,
kann die gesamte Prozedur riickwirts durchgefiihrt werden. Der Beipackzettel von Sybille und
Pedram sollte dann (i) die entsprechenden Intervalle sowohl im Eingabealphabet als auch im
Codierungsalphabet und (ii) die Gesamtlidnge des Ursprungstexts enthalten. Fiir das Beispiel ist
dies in Tabelle 1 gegeben.

1.6 Beispiele

In Tabelle 2 sind die Ergebnisse aufgefiihrt; diese lassen sich mit Ausnahme von schmuck9 . txt
innerhalb weniger Millisekunden berechnen. Um diese Datei mit Algorithmus 3 zu 16sen, sind
wenige Stunden notwendig. Auf den folgenden Seiten sind beispielhafte Beipackzettel fiir die
Eingabedateien von der Seite des BWINF angehangen. In diesen sind jeweils zuerst das ent-
sprechende Symbol und dann der Perlencode aufgefiihrt. Der Perlencode ist nicht in Farben,
sondern in Zahlen gegeben, wobei eine 1 fiir die erste Perle usw. steht. In schmuck7.txt ist
die zehnte Perle mit einem A codiert.

Eingabedatei Untere Schranke Greedy ILP / Polynomiell | Arithmetisch
ohne PP mit PP
schmuckO.txt 112 113 113 113 112
schmuck00. txt 362 372 372 372 362
schmuckOl.txt 1107 1150 1150 1150 1106
schmuckl.txt 187 192 191 191 188
schmuck?2.txt 131 135 135 135 122
schmuck3.txt 252 285 285 279 252
schmuck4.txt 131 137 137 137 129
schmuckb.txt 3132 3308 3240 3162 3134
schmuck6.txt 227 236 234 234 225
schmuck7.txt 129249 134902 134902 134559 129572
schmuck8.txt 3231 3331 3300 3287 3230
schmuck9.txt 36387 37614 36936 36597 36387

Tabelle 2: Die Kettenlidngen in Millimeter fiir die verschiedenen Algorithmen. Die Ergebnisse
vom ILP Ansatz bzw. dem quasi-polynomiellen Ansatz sind identisch und optimale
Lingen fiir prifixfreie Codes, sie sollten entsprechend nicht unterschritten werden.
Fiir einen eindeutig decodierbaren Code sollte die aus der Shannon Bound abgeleitete
untere Schranke nicht signifikant unterschritten werden. Leichte Unterschreitungen
konnen moglich sein, da die Schranke nur im Mittel gilt, wie beispielsweise bei den
Ergebnissen aus der arithmetischen Codierung. Fiir das Greedy Verfahren sind die
Werte mit und ohne Postprocessing (PP) angegeben.
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Beipackzettel fiir schmuckO. txt.

S 211 R 2122 H 22222 M 2211 E 111 1 122
D 2121 112 L 2221 C 22221 O 2212 N 121

[}

Beipackzettel fiir schmuck00.txt.
22 G 3231 E 33113 d 321 A 3322 b 3333

=

c 233 m 3232 11 £ 33111 o 3313 ? 3321
h 231 a 313 1 311 u 3222 i 13 s 232
k 3323 t 21 D 3221 w 3223 e 12 r 312
g 3233 Z 3312 P 3331 W 3332
Beipackzettel fiir schmuckO1.txt.

i 33 . 514 , 523 4 553 V. 543 E 522
z 545 s 34 N 5555 W 5554 1 42 O 544
S 542 r 32 g 511 D 524 K 5543 o 45
i} 532 v 541 t 41 d 515 G 5542 1
w 531 b 525 R 5551 M 5553 c 44 B 5541
m 512 n 31 H 5544 a 35 1 533 6 551
SS 5545 F 552 u 513 e 2 h 43 k 521
p 534 f 535 -+ 5552

Beipackzettel fiir schmuckl . txt.

13 D 231 N 312 I 2221 m 323 f 213
h 232 e 11 F 311 & 321 W 322 r 211

"2213 B 2211 d 2223 122 1 212 u 33
n 123 b 2222 o 223 t 121 s 2212 k 233
a 313

Beipackzettel fiir schmuck?2. txt.

d 21112 ¢ 211112 e 2112 h 212 f 2111111 b 222
221 g 2111112 a 1

[}
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h
]
b

e 322 b

11112 1
1112 1
22 d 1111112

P OHE R

/

2. Runde

Beipackzettel fiir schmuck3. txt.

f 312 _ 311 g 313 d 321 ¢ 12 h 33
2 a 11

Beipackzettel fiir schmuck4 . txt.
1121 ¢ 211 k 1122 n 11111111 e 111112
212 f 11111112 ¢ 1212 m 122 a 1211

Beipackzettel fiir schmuck5. txt.
o 211 f 323 g 421 ; 622 1 24 v 44
T 53 n 221 p 33 55 ., 11y 41
, 423 q 43 s 212 A 612 d 23 H 623
S 63 r 222 5 611 2 73 h 321 t 13
9 71 1 54 a 213 x 51 G 613 z 172
j 621 i 14 m 31 u 322 e 12 c¢ 223
b 34 422 w 521 F 522 - 64

Beipackzettel fiir schmuck6. txt.
1122 & 1222 K 133 £ 12113 & 212 & 223
1132 & 123 ® 311 1111 £ 132 £~ 2112
2113 3F 1123 A& 313 & 12112 8 1133 & 312
1213 . 1113 & 23 & 1131 #H 213 K 32
33 1121 1212 #1221 A 1112 1k 12111
131 # 2111 ¥ 221 & 222
Beipackzettel fiir schmuck? . txt.

r 51 O 86 o 65 w 72 W 775 _ 875
Xx A71 “ 92 C A77 F 767 f 71 D 1772

866 s 52 5 973 G 862 R 861 h 55
SS 771 A Al 8 A2 4 96 93 p 766
T 83 U 877 6 976 i 4 ¢ 62 73

874 1 95 B 78 P 94 Q A6 | 88

Auf der nichsten Seite fortgesetzt
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kg

REIDIFT AT F EXPIBHAFANREZARDZEEMH

TN

o

2223
2312
3243
31124
254
41222
3321
4313
3133
315
15
443
22124
41223
3134
4321
114
2311
4224
42121
124
2114
3411
343
532

Beipackzettel fiir schmuck? . txt. (Fortsetzung)
765 d

872
66
83

975
81

977

867

763

q

98

K 777

L

85
A3

871

PG

=

972

64

0 764

1

—

A S =

61
1
57
A8
AS
A4
91
971

S 761 v
zZ 75 k
N 776 )
g 63 n
a 53 4
A 82 j
e 2t
I 84

74 Z

873 !

O
762 E
Vv

3

865

Beipackzettel fiir schmuck8. txt.

534
41112
144
2232
2421
433
111
2115
1211
2324
235
134
21123
4423
2412
3313
531
31112
344
415
524
3423
2213
2413
42211

b i D) o B OB oF At IS KE M

il
Tk

B

42214
4241
4242
3232
2234
2132
3123

21223
2131

21213

233
2125

41123
3424
4422

32221
2144
1222
3324

31113

525
4142
354
5222
351

1

MEMRIEZTEFT S E MBI TSR

o
>

= OH MW b om ok =

253
42122
21224

2424
4133
32114
32122
4213
3142
31111
5113
4244
514
2241
2514
3323
325
5213
41124
5114
31122
3422
32112
55
3224

Da2R I MM EETERERFERIRRBE SR

56

2522
3314
22214
22122
4411
4215
42111
42223
4414
32213
515
2113
3215
2143
21124
425
1223
4233
4125
145
5211
42113
31121
533
3311

54
864
974
A76
773
774
67

2. Runde

3322
41224
31212
41122

3421
42213
41111
32222

3214

1213

133
41211

2422

4214

4143

2322
22221

3141

2513

335

4311
22111
22121

2313
32211

Auf der ndchsten Seite fortgesetzt
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Beipackzettel fiir schmuck8. txt. (Fortsetzung)

B 445 AP 2141 ¥ 4132 BE 32214 4+ 31213 ik 215

#4424 113 7k 2411 5k 3312 Z= 22113 fE 21212

22123 KR 41214 /5214 % 22213 B 4114 = 3223

Ao 1224, 2225 B 2521 K 2243 = 22223 F 22212

o 4412 K 41113 2 2111 & 3114 B 3132 % 435

®O31223 K 3124 B 2511 {b 5112 B 22114 B 3225

31211 42112 [F 2233 B 31221 1% 22224 BH 4225

8 42221 2 143 #5 523 & 444 R 5122 H 2523

2 4134 HI 4421 #5221 Kp 22112 L 2524 R 4243

A% 31224 HE 255 § 4324 1L 41212 M 3242 #E 21122

0225 B 352 FH 453 F 4141 R 42114 B 3144

8 3213 H 131 #3143 W5 2224 it 4131 2 3413

TFo4124 b 244 A 132 B 4314 @ 32223 & 2321

B 4113 kK 4323 K 2134 — 125 ff 31222 1212

B 41213 JE 42222 B 32121 R 2215 &P 3125 = 123

B 243 % 5123 DL 2124 H 3231 ¥ 513 1§ 21222

% 4115 0 3113 B 2512 O 32124 112 501 21121

BF 31123 WK 4322 PH 5224 #0451 @ 141 fE 2242

Ko1221 A 334 BRSO 5111 gt 32212 B 42212 A 2314

Moo41114 R 4232 2 1214 + 21214 1§ 2244 A 345

H 2414 @1 31114 #5223 < 4413 W 3234 il 4312

+ 4234 ik 54 # 41121 & 32113 & 2214 ¢ 2323

W 42124 & 3233 4] 4223 FA 333 R 434 T 4144

Ro353 MK 2231 B 21211 K 2142 FE 42123 It 3414

R 32224 H 2123 F 5124 £ 31214 . 3131 {42224

A 452 B 245 HL 234 i 4123 & 2423 5 3115

JE 4231 @ 22222 K 142 . 21221 #3412 1k 41221

{6 2133 Ht 3241 #% 3244 =F 5212 5 32111 &k 32123

fig 22211 B 454 & 5121

Beipackzettel fiir schmuck9. txt.

i 221213 1 21221112 B 111221112 4% 21134
— 43 Jik 4121112 13121112 # 22121112
i 112121112 ¥ 1112124 X 31121112 5 121121112
i 211121112 % 1111121112 %% 122111112 < 212111112

Auf der nichsten Seite fortgesetzt
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B
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o

21132
1121213
111134
221124
311111112
1121124
2111124
221111121
211113
2111111121
211314
122112111
1112112111
21224
1121112111
41214
4124
41121111
221121111
1121214
311121111
41212
111213

34
212211111
41211111
11121113
132
1211211111
1221111111
2121114
1211113
11112
1111124
2112
1311114

AT HEIFOEME -

1224

41124
131111112
14
1211111112
311124
1211213
11111213
11111124
11111111121
12224
212112111
41112111
1122
311112111
2111112111
1112121111
1112212
221214
22124
112124
2111121111
11111121111
1111311111
1112211111
131211111
2111214
1311113
2111211111
2211113
2121111111
1124

1213
121114
11121114
21111111111
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1112111112
41111112
221111112
1121111112
2111111112
1211124
41111121
2111213
311111121
211122111
1111314
212214

33
221112111
1112214
13122
1221113
131121111
13124
1121121111
1211121111
311214
211311111
121124

134
221211111
411113
1221114
211124
22122
11121111111
1311111111
131212
3111111111
411114
3114

P OB RO A ok S R

e

EFHFNE8HF

=

T

St B G

b fO

&

2. Runde

11213
131124
311213

4122
11111111112
212212
131111121
1121111121
1211111121
1111122111
122214

313
131112111
111224
1211112111
11111112111
131214

21223

111132

2121113
31114
1211214
31124
122211111
111223
1121211111
11111214
311211111
11111211111
312
411111111
2211111111
11211111111
11211113
12111111111
2211114

Auf der néchsten Seite fortgesetzt
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Beipackzettel fiir schmuck9. txt. (Fortsetzung)

BE 1211224 2111224 & 4123 1 11111224
n 214 #B 13123 1221124 2121124
ifi 11121124 5 111113 )8 411124 1311124
53 2211124 % 11211114 B4 11211124 23
b 1214 = 3111124 ) 12111124 21111124
{128 111111124 & 3111113 11121214 22123
) 411214 W 1311214 % 12111113 3111114
B 2211214 A 12111114 21111114 11211214
b} 3111214 1A 111111114 ~ 12111214 3113
A 122114 R 221212 ¥ 21111214 1211223
I 212114 A 2111223 JC 11111223 15 111111214
F 112123 {2 2113114 #% 11113114 4 1222114
! 2122114 F¥§ 21111113 # 11122114 & 412114
% 1312114 — 1221123 1% 111111113 2212114
% 2121123 ## 11121123 =L 411123 1311123
iiE 11212114 & 4113 1F 3112114 $7 12112114
& 21112114 ik 2111113 & 111112114 [ 211114
F<i 1112114 %4 1121212 # 12211114 #% 21211114
H 111211114 5 4111114 & 13111114 F 112122
BN 11111113+ 22111114 11114 32 1211222
Uil 112111114 & 31111114 41114 B 121111114
] 211111114 [A] 1111111114 21112213 & 311212
i 111112213 )i 131114 12211213 = 221114
N 111114 % 2211123 = 21211213 111211213
% 4111213 =« 13111213 ¥ 12222 # 1121114
5 22111213 /8 112111213 Y 311114 U 2111222
H 31111213 - 1223 17 1211212 7R 121111213
%4 21222 Bj 11111222 B 1112122 1 211111213
354 1111111213 ) 111212113 & 2111212 ¥} 4112113
HH 11111212 #& 11211123 * 3111123 i 13112113
= 41122 % 1221112 #% 22112113 % 112112113
5l 31112113 # 1211114 34 121112113 1§ 211112113
2 12111123 X 224 4 1111112113 HJ 1221122
t 13113 B4 111111123 T 21111123 & 21131113
% 11121213 = 223 #b 111131113 7% 12221113
K 21221113 7K 31123 & 111221113 & 31122

Auf der néchsten Seite fortgesetzt
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212111113
11111114
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2111111113
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2111114
2211213
11121122
2124
1111121113
122111113
1112111113
131111113
21214
11111111113
131111122
1121111122
2122113
314
122112112
11121112
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1.7 Bewertungskriterien

Die aufgabenspezifischen Bewertungskriterien werden hier erldutert.

1. Lésungsweg

(1) Problem addiquat modelliert: Die Modellierung muss es ermdglichen, einen beliebi-
gen prifixfreien Code unter Verwendung aller Perlen darzustellen. Die Darstellung muss
garantieren, dass:

* der Code prifixfrei ist,
* jedes Eingabesymbol ein Codewort erhilt und
* alle Perlen genutzt werden konnen.

Mit der in der Eingabe vorhandenen Zeichen muss korrekt umgegangen werden. Fehler
fiihren ggf. zu deutlich anderen Ergebnissen, weshalb hier 4 Punkte dafiir abgezogen
werden — aber nicht bei 1.6 fiir allein daraus folgende schlechte Ergebnisse.

(2) Verfahren nicht unnotig ineffizient: Der Algorithmus soll strukturiert und ohne unnoti-
ge Wiederholungen arbeiten. Beispielsweise darf die gleiche Codierung nicht mehrfach
iberpriift werden. Suchstrategien miissen zielgerichtet und effizient sein.

(3) Laufzeit des Verfahrens in Ordnung: Wenn das Verfahren wegen zu hoher Laufzeit Er-
gebnisse . ..

* nur fiir Teilaufgabe a), also schmuck0.txt, schmuck00.txt und schmuck01.txt
berechnen kann, sind 6 Punkte abzuziehen.

* fiir mindestens ein Beispiel aus schmuck1 . txt bis schmuck8. txt nicht berechnen
kann, sind 4 Punkte abzuziehen.

* einzig fiir schmuck9.txt nicht berechnen kann, sind 3 Punkte abzuziehen.

Falls mehrere Verfahren implementiert wurden, wird das Hauptverfahren gewertet.

(4) Speicherbedarf in Ordnung: Der Speicherbedarf sollte nicht so groB sein, dass die Bei-
spieleingaben bzw. Teilaufgabe b) deswegen nicht bearbeitet werden konnen.

(5) Verfahren mit korrekten Ergebnissen: Die Mindestkettenlinge darf die untere Schranke
nur um wenige mm unterschreiten.

(6) Verfahren mit guten Ergebnissen: Hier werden keine Punkte fiir fehlende Ergebnisse
abgezogen.

* Werden die Beispiele der Teilaufgabe a) (schmuck0 . txt, schmuck00. txt und schmuck-
01.txt) im Bereich okay oder schlechter gelost, wird 1 Punkt abgezogen. Fiir Er-
gebnisse im Bereich gut werden keine Punkte abgezogen.

* Liegen die Ergebnisse fiir die Beispiele schmuck1.txt bis schmuck8.txt im Be-
reich okay, wird 1 Punkt abgezogen. Bei groleren Abweichungen werden 3 Punkte
abgezogen. Liegen die Ergebnisse mindestens im Bereich gut, werden keine Punkte
abgezogen. Ein Ausreifler wird toleriert.

* Fiir das Beispiel schmuck9.txt gibt es keine Abziige. Liegt das Ergebnis im Be-
reich okay, wird 1 Pluspunkt vergeben, fiir eine Ergebnis im Bereich gur 2 Plus-
punkte.

Wenn die optimalen Ergebnisse nur durch einen ILP-Solver erreicht wurden, werden kei-
ne Pluspunkte vergeben.
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Dateiname Untere Schranke  Optimum gut okay
schmuckO.txt 112 113 115 119
schmuck00. txt 362 372 379 391
schmuck01.txt 1107 1150 1173 1208
schmuckl.txt 187 191 194 201
schmuck2.txt 131 135 137 145
schmuck3. txt 252 279 285 293
schmuck4 . txt 131 137 139 144
schmuck5. txt 3132 3162 3240 3321
schmuck6 . txt 227 234 238 246
schmuck?.txt 129249 134559 137250 141287
schmuck8. txt 3231 3287 3352 3452
schmuck9. txt 36387 36597 37328 40000
(7) Teilaufgabe b) bearbeitet: Wurde die Teilaufgabe b) nicht bearbeitet, werden 10 Punkte abgezo-
gen.

2. Theoretische Analyse

(1) Verfahren / Qualitdt insgesamt gut begriindet: Es muss klar dargestellt werden, ob das
Verfahren optimale oder lediglich gute Ergebnisse liefert. Qualitit und Korrektheit der
Ergebnisse miissen argumentativ begriindet sein. Wenn die Ergebnisse mehrerer Verfah-
ren kommentarlos angegeben werden, konnen 2 Punkte abgezogen werden. Fiir eine Ein-
sendung, die mehrere Verfahren vergleicht und Begriindungen fiir deren Qualitit liefert,
konnen Bonuspunkte vergeben werden.

(2) ILP-Ansatz ausreichend erldutert: Wird der ILP-Ansatz von Karp verwendet (zum Bei-
spiel iiber das zitierte Paper), reicht ein Verweis nicht aus. Herleitung und Funktionsweise
des Ansatzes miissen verstdndlich und eigenstindig erldutert werden; es soll klar werden,
dass der Ansatz verstanden wurde.

(3) Gute Uberlegungen zur Laufzeit des Verfahrens: Die Laufzeit des Verfahrens muss nicht
zwingend formal, aber nachvollziehbar und korrekt charakterisiert werden.

3. Dokumentation

(3) Vorgegebene Beispiele dokumentiert: Es miissen alle 12 Beispiele dokumentiert werden,
also schmuckO.txt, schmuck00.txt, schmuck01.txt und schmuckl.txt bis schmuck9.txt.
Es gibt keinen Abzug, wenn nur das Beispiel aus der Aufgabenstellung (schmuckO.txt)
fehlt.

(4) Ergebnisse nachvollziehbar dargestellt: Fiir jede Beispieleingabe muss

* die finale Codelidnge angegeben werden und
* der vollstidndige Beipackzettel bereitgestellt werden.

Wird die finale Codeldnge nicht angegeben, aber der Code mitgeliefert, konnen bis zu
2 Punkte abgezogen werden. Fiir sehr lange Dateien (zum Beispiel schmuck8.txt und
schmuck9. txt) darf der Beipackzettel (mit einem Verweis) in externe, menschenlesbare
Textdateien ausgelagert werden.

31



43. Bundeswettbewerb Informatik 2. Runde

Aufgabe 2: Simultane Labyrinthe

Bei dieser Aufgabe sind zwei n X m Labyrinthe gegeben und gesucht ist eine moglichst Kurze
Liste an Anweisungen, mit der beide Spieler vom Startpunkt (0,0) das Ziel (n — 1,m — 1) errei-
chen. Eine Anweisung besteht aus einem Pfeil, der die Bewegungsrichtung angibt. Die mog-
lichen Bewegungsrichtungen sind 1 (Norden), — (Osten), | (Siiden) und < (Westen). Wenn
sich ein Spieler an der Position (x,y) befindet, dndert sich seine Position nach einer Anweisung
wie folgt:

(0,0) N
I S T (x,y)»—>(x,y—1)
W+ 0 —:(x,y)— (x+1,y)
b (x,y) = (y+1)
S8 s

Abbildung 2.1: Notation des Labyrinths

Der Start (0,0) wird in den folgenden Erkldrungen griin und das Ziel (n — 1,m — 1) blau mar-
kiert.

Sollte ein Spieler eine Anweisung aufgrund einer Wand nicht ausfiihren konnen oder bereits
im Ziel sein, ignoriert er diese Anweisung. Wenn eine Bewegung auf eine Grube fiihrt, wird
der Spieler auf die Startposition zuriickgesetzt. Um nun einen Losungszustand vollstindig zu
beschreiben, wird nur die Position der beiden Spieler benotigt. Wir schreiben die Position als
Tupel zweier Positionen: ((x,y1), (x2,y2)).

2.1 Breitensuche

Wir betrachten zunéchst den Ansatz einer Breitensuche auf einem einzelnen Labyrinth und
erweitern diesen dann auf zwei Labyrinthe.

Bei einer Breitensuche iiber alle moglichen Anweisungen werden mithilfe von Backtracking
alle moglichen Listen von Anweisungen in aufsteigender Lange generiert und iiberpriift, ob
die Zielposition erreicht wird. Sobald die erste Losung gefunden wurde, hat sie somit auch
die kiirzeste Liange. Der Aufwand hierfiir ist jedoch sehr hoch, da die Anzahl der moglichen
Anweisungen exponentiell mit der Lange der Liste wichst.

Ein einzelnes n x m Labyrinth hat nm mogliche Positionen, die ein Spieler einnehmen kann.
Somit briduchte der lingst mogliche Weg nm — 1 Anweisungen. Bei 4 Anweisungen wére das
bereits ein Suchraum von 4""~! moglichen Losungen. Dieser Ansatz allein ist somit nicht
ausreichend, um ein groferes Labyrinth zu 16sen.

Anstatt alle moglichen Listen von Anweisungen zu untersuchen ist es sinnvoll, nur die Posi-
tionen zu betrachten, die durch eine Anweisung erreicht werden konnen. Wir erstellen hierfiir
eine Warteschlange (Queue) von Positionen, die noch nicht untersucht wurden. Wir beginnen
mit der Startposition und fiigen alle moglichen Positionen, die durch eine Anweisung erreicht
werden konnen, in die Warteschlange ein. Nun wird die nédchste Position aus der Warteschlange
genommen und wieder alle moglichen Positionen, die durch eine Anweisung erreicht werden
konnen, in die Warteschlange eingefiigt. Hierbei ist es wichtig, dass bereits besuchte Positionen
nicht erneut besucht werden. Sobald das Ziel erreicht wird, wurde eine Losung gefunden.
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In der folgenden Abbildung wird die Breitensuche auf einem Labyrinth dargestellt. Die grauen
Felder sind bereits besuchte Positionen und die orangenen Felder sind Positionen, die noch in
der Warteschlange sind.

il il

Abbildung 2.2: Breitensuche auf einem Labyrinth

Um die Liste der Anweisungen die zur Losung gefiihrt haben zu erhalten, wird fiir jede Position
gespeichert, von welcher Position sie erreicht wurde.

Wenn die Zielposition in der Breitensuche erreicht wurde, kann die Liste der Anweisungen
durch die gespeicherten Vorginger rekonstruiert werden. Hierfiir werden, beginnend bei der
Zielposition, die Vorgéinger zuriickverfolgt, bis die Startposition erreicht wurde.

Um nun zwei Labyrinthe zu Lsen wird zunéchst die Position ((0,0), (0,0)) in die Warteschlan-
ge eingefiigt. Von einer Position ((x,y;), (x2,y2)) miissen nun erneut alle 4 moglichen Anwei-
sungen durchprobiert werden. Wie zuvor beschrieben gilt, dass ein Spieler eine Anweisung
ignoriert, wenn er sie wegen einer Wand nicht ausfithren kann oder bereits im Ziel ist.

Sollte so die Zielposition fiir beide Spieler ((n—1,m—1),(n—1,m— 1)) erreicht werden, wurde
eine Losung gefunden und der Losungsweg kann durch die Vorgidnger rekonstruiert werden.

2.2 Aufwand Breitensuche

Eine Breitensuche auf einem einzelnen Labyrinth hat eine Laufzeit von O(nm), da jede Position
maximal einmal besucht wird. Bei zwei Labyrinthen gibt es jedoch (nm)? mogliche Kombina-
tionen von Positionen, die ein Spieler einnehmen kann. Somit ist der Aufwand fiir die Breiten-
suche bei zwei Labyrinthen O((nm)?), was fiir die groBeren Labyrinthe in den Beispieldateien
nicht mehr praktikabel ist.

2.3 A-Star Algorithmus

Die Breitensuche ist nicht effizient genug, um grofere Labyrinthe zu 16sen. Eine Moglichkeit
den Algorithmus zu verbessern ist die Verwendung einer Distanzheuristik. Hierfiir wird die
Distanz zwischen der aktuellen Position und dem Ziel abgeschitzt um die Suche in die richtige
Richtung zu lenken.

Der A-Star Algorithmus verwendet genau diese Idee und bendtigt eine untere Grenze fiir die
Distanz zwischen der aktuellen Position und dem Ziel. Fiir das Problem mit zwei Labyrinthen
ist es sinnvoll die Distanz zwischen beiden Spielern und dem Ziel zu betrachten. Benétigt
Spieler 1 beispielsweise noch 5 Schritte um das Ziel (allein) zu erreichen und Spieler 2 noch 3
Schritte, dann ist klar das mindestens max(5,3) = 5 Schritte benotigt werden, um beide Spieler
zum Ziel zu bringen.

Um diese Distanz im Algorithmus effizient zu verwenden, wird fiir jede Position in einem
Labyrinth die Distanz zum Ziel berechnet und in einer Tabelle gespeichert. Die kann mithilfe
einer Breitensuche beginnend vom Ziel berechnet werden.

33



43. Bundeswettbewerb Informatik 2. Runde

In dem folgenden Beispiel wird die Distanz fiir die Beiden Labyrinthe aus der Aufgabenstellung
dargestellt.

Abbildung 2.3: Beispiel fiir die Berechnung der Distanz zum Ziel (blau)

Hierbei ist zu beachten, dass die Distanz auf einer Grube (rot) nicht wohldefiniert ist, da der
Spieler nicht auf dieser Position stehen kann. Im Algorithmus wird daher nie die Distanz auf
einer Grube gelesen und stattdessen die Distanz auf der Startposition.

Mit der Distanzheuristik kann nun der A-Star Algorithmus verwendet werden, um eine Losung
zu finden. Die Warteschlange aus der Breitensuche wird durch eine Prioritdtswarteschlange
ersetzt, die die Positionen nach den abgeschitzten Kosten zum Ziel sortiert. Die abgeschitzten
Kosten an einer Position ((x1,y1),(x2,y2)) sind die Summe aus der Anzahl der Anweisungen
bis zu dieser Position und der dem Maximum der Distanz beider Spieler zum Ziel.

Algorithmus 4 A-Star

D) = berechneDist(L;) > Distanztabelle von Labyrinth 1
D, = berechneDist(L,) > Distanztabelle von Labyrinth 2
procedure H(p{, p>) > Distanzheuristik

 return max(D; [pi],D2[p2)])

S =((0,0),(0,0)) > Startposition
Z=((n—1,m—1),(n—1,m—1)) > Zielposition
N=1(S,S,0,H(S))] > Prioritdtswarteschlange
while N nicht leer do

(s,p,c,_) =N.pop() > Entferne Element mit niedrigsten erwarteten Kosten

if s bereits besucht then

 continue

markiere s als besucht

markiere p als Vorginger von s

if s = Z then

_ break

for rin {N,0,S,W} do
I=r(s) > Neue Positionen | nach Anweisung r
if / noch nicht besucht then
 fiige (I,s,c+1,c+1+H(l)) in N ein

2.4 Implementierungsdetails

Die korrekte Wahl der Datenstruktur fiir die Warteschlange und die Vorginger ist entscheidend
fiir die Effizienz des Algorithmus. Fiir die Warteschlange bietet sich ein Binary Heap an. (Sie-
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he Wikipedia) Diese Datenstruktur ermoglicht es, das Element mit den niedrigsten Kosten in
O(logn) zu entfernen und ein neues Element in O(logn) einzufiigen. Wiirde eine unsortierte
Liste verwendet werden, so wiirde das finden des Elements mit den niedrigsten Kosten O(n)
dauern. Wird beim Einfiigen neuer Elemente versucht die Liste sortiert zu halten, wiirde das
Einfiigen O(n) dauern.

Die Vorginger konnen als Dictionary (Map) gespeichert werden, wobei die Position als Schliis-
sel und der Vorginger als Wert gespeichert werden. Dies hat den Vorteil, dass nur die tatsdchlich
besuchten Positionen gespeichert werden. Ein Array wiirde hingegen alle Positionen speichern,
was bei dem groBten Labyrinth (Beispiel 6) 250 - 2byte ~ 7.8GB Speicher bendtigen wiirde.

2.5 Laufzeit A-Star

Die Laufzeit der Distanzberechnung ist O(nm), da jede Position maximal einmal besucht wird.
Da der A-Star Algorithmus im worst-case alle Positionen besucht, ist die Laufzeit proportional
zur Anzahl méglicher Positionen. Zusammen mit dem Einfiigen und Entfernen von Elementen
aus der Priorititswarteschlange ist die Laufzeit des A-Star Algorithmus O((nm)?log((nm)?)).
Die worst-case Laufzeit ist somit schlechter als die der Breitensuche, jedoch ist der A-Star
Algorithmus aufgrund der gerichteten Suche in der Praxis deutlich schneller.

2.6 Anzahl der Losungen

Eine interessante Frage ist, wie viele optimale Losungen es fiir ein gegebenes Labyrinth gibt.
Wenn statt nur einem Vorgédnger alle Vorgédnger mit den gleichen Kosten gespeichert werden,
konnen alle optimalen Losungen rekonstruiert werden. Die Anzahl der optimalen Lésungen
kann nun dynamisch bestimmt werden. Hierfiir wird die Anzahl der Losungen fiir jede Position
gespeichert, beginnend mit einer 1 bei der Zielposition. Beginnend mit der Zielposition wird
nun eine Breitensuche iiber die Vorginger durchgefiihrt und die Anzahl der Losungen fiir alle
Vorginger aufsummiert.

Algorithmus 5 LosungZihlen

S =((0,0),(0,0)) > Startposition
Z=((n—1,m—1),(n—1,m—1)) > Zielposition
V = Vorgédngermap > Aus der A-Star-oder Breitensuche
L = Anzahlmap > Anzahl der Losungen fiir jede Position
LZ]=1 > Zielposition hat eine Losung
N =[Z] > Warteschlange
while N nicht leer do

s =N.pop() > Entferne Element mit niedrigsten erwarteten Kosten

if s bereits besucht then
_ continue

markiere s als besucht
for pin V[s] do

L{p] +=L[s]
B fiige p in N ein
return L[S]
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Das folgende Beispiel zeigt einen moglichen gerichteten Graphen und die Anzahl der mogli-
chen Wege vom Ziel (Blau) zu jedem Knoten. Jede gerichtete Kante zeigt hier auf die Vorgén-
gerposition.

Abbildung 2.4: Anzahl der Pfade von der Zielposition zu jeder anderen Position

2.7 Beispiele

In der folgenden Tabelle sind die Laufzeiten und Anzahl der Anweisungen des A-star Algorith-

mus und der Breitensuche abzulesen.

In den folgenden Abschnitten wird fiir alle Beispiele die Anzahl der Losungen und eine mogli-
che Anweisungsliste angegeben.

Beispiel 0

Beispiel | Breite | Hohe | # Anweisungen | A-Star | Breitensuche
0 3 3 8| <1ms <1ms
1 5 4 31 | <1ms <1 ms
2 10 10 65| <1ms 1 ms
3 10 50 164 | 10ms 18 ms
4 101 101 14384 5s 8s
5 151 151 1308 19s 458
6 250 | 250 1844 | 188 ms 3s
7 30 10 -| 10 ms 4 ms
8 150 150 472 9s 458
9 170 170 1012 9s 94 s

LT
e

Anzahl optimaler Losungen: 2

Anzahl Anweisungen: 8

H=1T-=1J
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Beispiel 1
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Anzahl optimaler Losungen: 1
Anzahl Anweisungen: 31

S olleteletellotolatteeto ol

Beispiel 2
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Bei dieser Losung wird die Grube direkt beim Start des rechten Labyrinths verwendet, um mit
einer Siid-Anweisung zuriick zum Startpunkt zu gelangen.

Anzahl optimaler Losungen: 2
Anzahl Anweisungen: 65

- =2lll2—=>1tTT2—2 =2l ]l ]l1—=]
= =>=2ll=>2=>TTt>1Tt2—>—2 =22l —=—

2.8 Beispiel 3

Anzahl optimaler Losungen: 216

Anzahl Anweisungen: 164
WHil=2ld=2t==2l—-o—2=20lll2le il =
s ll==ll-llll-2le]l1]l]l=2]l]l>—=>—lll>—>—>—
Homloolollecllelellatolleleletetetelel
S lllo ool telecetoatetlalllelllatolo

=== —==—=

Beispiel 4

Aufgrund der GroBe des Beispiels werden nur die ersten und letzten 200 Anweisungen ange-
zeigt. Die volle Ausgabe findest du im Materialteil auf der Webseite.
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Anzahl optimaler Losungen ~ 8.7 - 10408
Anzahl Anweisungen: 14384

S oo lleteclolelolelaoalattettolotolele Ll
L I R R e e A e e I e IS
™M+l lTT—>—
==l ===2l=>==2]l1TT ]l =>=1 =211«
T R R e e A e e Nl I N
S =St T =>T—

e AR M e A B e e M e e e A A A A B e A e A M e R e e
T e i e B B B B e A A R A )
Tl l=2llo=2=2l T2l =22l 22T «1
S22t T2 22 21T 21T llL =TT T=>TT—> 1
S T==lll =211t =2lllllé———l 222221 =]
TPl =>2=—=——

Beispiel 5

Aufgrund der GroBe des Beispiels werden nur die ersten und letzten 200 Anweisungen ange-
zeigt. Die volle Ausgabe findest du im Materialteil auf der Webseite.

Anzahl optimaler Losungen 98673594646431832473600 ~ 9.9 - 1072

Anzahl Anweisungen: 1308

S =ll=o>2=2T=2T22l— ]l 1=
=2l ll==2l=2l2t=2 il =22l 222 ] -
e e R A A e A A A A A e Iade TS )
S e e B A B B B B e i R R R R e e R
=22l l=>2=lll=>=l>1TT—=>—- il ]l]l=>=]]l——
J=d—=1—=-—-1

L R e I e I I B e e R
S Tt—==2ll=o=2ll=>=2l—-o=llol il ]l
beledoolllatoalatolollelels sl oo
tT+t—=>=>1T=>1t=>==ll=1=l=-=1=l—-=>T1TT=>=>=>—=—=—=—=11]
=== =l=llle|l=2]l2>>>—2—- L1l =]l]l=>—>—
—dl=>=1l-=]

Beispiel 6

Aufgrund der GroBe des Beispiels werden nur die ersten und letzten 200 Anweisungen ange-
zeigt. Die volle Ausgabe findest du im Materialteil auf der Webseite.

Anzahl optimaler Losungen: 1

Anzahl Anweisungen: 1844
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Beispiel 7

Bei diesem Beispiel gibt es keine Losung, da das zweite (untere) Labyrinth nicht 18sbar ist
aufgrund einer Grube bei (14,8).
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Beispiel 8
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Anzahl optimaler Losungen: 24831442944000 ~ 2.5-1013
Anzahl Anweisungen: 472
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Beispiel 9

Aufgrund der GroBe des Beispiels werden nur die ersten und letzten 200 Anweisungen ange-
zeigt. Die volle Ausgabe findest du im Materialteil auf der Webseite.

Anzahl optimaler Losungen: 124797196418678784 ~ 1.2-1017
Anzahl Anweisungen: 1012
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2.9 Bewertungskriterien

Die aufgabenspezifischen Bewertungskriterien werden hier erldutert.

1. Lésungsweg

ey

2)
3)

“4)
®)

(6)

Problem addquat modelliert: Die Modellierung muss Folgendes sicherstellen:
* Bewegen in alle vier Richtungen ist moglich.
* Vor Wiinden wird stehen geblieben.
* Grubenfelder fithren zuriick zum Start.
* Nach Erreichen eines Endfeldes stoppt die Bewegung.

Verfahren nicht unnotig ineffizient: Das Verfahren sollte Distanzen fiir gleiche Felder
nicht mehrfach berechnen.

Laufzeit des Verfahrens in Ordnung: Falls mehrere Verfahren umgesetzt wurden, wird
das Verfahren gewertet, welches die Endergebnisse produziert hat. Die effektive Laufzeit
des Verfahrens sollte fiir alle Beispieleingaben im Minutenbereich liegen. Eine Brei-
tensuche oder ein A* ohne weitere Optimierungen (z.B. effiziente Datenstrukturen, gute
Distanzheuristik) ist in der Regel nicht ausreichend. Ein Verfahren mit schlechter worst-
case Laufzeit aber besserer mittlerer Laufzeit (zum Beispiel A*) fiihrt nur bei ungenii-
gender Umsetzung zu Punktabzug. Konnen aufgrund der Laufzeit Ergebnisse nur fiir
die ersten vier Beispieleingaben (bis labyrinthe3.txt) berechnet werden, werden 6
Punkte abgezogen. Werden insbesondere die grolen Beispiele 1abyrinthe4.txt oder
labyrinthe9.txt nicht geschafft, so konnen bis zu 4 Punkte abgezogen werden.
Speicherbedarf in Ordnung: Der Speicherbedarf darf nicht groBer als O((nm)?) sein.
Verfahren mit korrekten Ergebnissen: Liegt die Anzahl der Anweisungen unter dem
Optimum, werden 4 Punkte abgezogen.

Dateiname | Optimum | okay | Anmerkung

labyrintheO.txt 8 10 | Beispiel aus der Aufgabenstellung

labyrinthel.txt 31 35 | Nicht quadratisch; Alle Felder miissen be-
sucht werden (klein)

labyrinthe2.txt 65 90 | Fiir die optimale Losung muss eine Grube
verwendet werden

labyrinthe3.txt 164 230 | Extreme Seitenverhiltnisse ohne Gruben

labyrinthe4.txt 14384 | 18000 | Alle Felder miissen besucht werden (grof3)

labyrintheb.txt 1308 | 1800 | GroBes Beispiel mit Gruben

labyrinthe6.txt 1844 | 2000 | Keine Winde, nur Gruben

labyrinthe7.txt - - | Keine Losung (Grube im Weg)

labyrinthe8.txt 472 660 | Zyklen und nicht erreichbare Felder

labyrinthe9.txt 1012 | 1300 | Breitensuche wesentlich schlechter als A*

Verfahren mit guten Ergebnissen:

* Sind die Ergebnisse von hochstens vier Beispielen grof3er als okay, werden 2 Punkte abge-
zogen, bei mehr Beispielen bis zu 4.

* Ergebnisse kleiner als okay sind akzteptabel.

* Fiir optimale Ergebnisse konnen bis zu 2 Pluspunkte vergeben werden.
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2. Theoretische Analyse

(1) Verfahren / Qualitdit insgesamt gut begriindet: Die Wahl des Algorithmus und der Heu-
ristik (falls vorhanden) muss begriindet werden.

(2) Gute Uberlegungen zur Laufzeit des Verfahrens: Entspricht der Algorithmus einem Stan-
dardverfahren (z.B. Breitensuche, Dijkstra, A*), so kann die Laufzeit des Algorithmus
ohne Herleitung angegeben werden. Andernfalls muss die Laufzeit des Algorithmus er-
kldrt werden.

(3) Analysen bei mehreren Verfahren: Wenn die Ergebnisse mehrerer Verfahren kommentar-
los angegeben werden, konnen bis zu 2 Punkte abgezogen werden. Fiir eine Einsendung,
die mehrere Heuristiken vergleicht und Begriindungen fiir deren Qualitit liefert, konnen
Bonuspunkte vergeben werden.

3. Dokumentation

(3) Vorgegebene Beispiele dokumentiert: Es miissen alle 10 Beispiele dokumentiert werden:
labyrintheO.txt bis labyrinthe9.txt. Ist kein Weg ins Ziel moglich, muss dies
dokumentiert werden. Fiir die Anweisungsfolgen bei labyrinthe4.txt, labyrinthe-
5.txt, labyrinthe6.txt und labyrinthe9.txt kann auf eine externe Datei verwie-
sen werden.

(5) Ergebnisse nachvollziehbar dargestellt: Fiir jedes Beispiel muss die Mindestanzahl fiir
Anweisungen bis ins Ziel angegeben werden. Aulerdem wird eine lesbare Anweisungs-
folge erwartet. Eine Visualisierung der Labyrinthe ist nicht nétig. Ist nur der Weg (und
nicht die Anzahl der Anweisungen) gegeben, wird 1 Punkt abgezogen. Ist nur die Anzahl
an Anweisungen (und nicht der Weg) gegeben, werden 2 Punkte abgezogen.
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Aufgabe 3: Konfetti

In dieser Aufgabe geht es darum, die Spalten einer gegebenen Tabelle so zu permutieren, dass
eine zuldssige Anordnung entsteht. Die Eintrige der Tabelle sind dabei entweder Kreuze oder
Haken oder ab Teilaufgabe d) auch Fragezeichen. Im Folgenden werden wir zur einfacheren
Darstellung statt x 0 und statt v' 1 verwenden.

Eine Anordnung wird zuldissig genannt, wenn in jeder Zeile alle 1en hintereinander stehen (also
keine 0 zwischen zwei len steht). Das bedeutet im Sachzusammenhang, dass alle Zeitblocke
zusammenhingen, zu denen eine Person Zeit hat. In Teilaufgabe d) konnen zusitzlich statt
0 und 1 Fragezeichen auftreten, diese miissen passend durch O oder 1 ersetzt werden, bevor
die entstehende Tabelle permutiert wird. In der letzten Teilaufgabe konnen zusétzlich Eintrige
veridndert werden, die in der urspriinglichen Tabelle durch 0 oder 1 vorgegeben waren. Hierbei
sollen moglichst wenige Eintrige veridndert werden, damit eine zulédssige Permutation entstehen
kann. Es ist auch interessant, welche Eintrige verdandert werden miissen.

Um dies etwas zu formalisieren, definieren wir zunéchst folgende Begriffe:

Sei eine Tabelle T definiert als eine Folge (COli)ie{l..c}7 von ¢ Spalten, wobei jede Spalte
col; € X' eine Folge von r Eintridgen ist. Die Eintrdge seien Teil der Menge der in der Tabelle
vorkommenden Zeichen X, fiir Teilaufgabe a), b), ¢) ist X := {0, 1}, fir d)und e) X := {0, 1, ?}.

Der Eintrag einer Spalte col; in Zeile j sei col;[j],j € {1 ..r}.

Eine Tabelle T mit X = {0, 1} heilt zuldissig, wenn in jeder Zeile alle len in aufeinanderfolgen-
den Spalten liegen. Fiir eine einzelne Zeile nennen wir diese Eigenschaft die Zeilenbedingung
dieser Zeile.

Eine Tabelle 7 mit X = {0,1,?} heiBit zuldssig, wenn jedes ,?° so durch ,0° oder ,1° ersetzt
werden kann, dass die entstehende Tabelle mit nur ,0°, ,1° zuldssig ist. Es ist zu beobachten,
dass dies genau dann der Fall ist, wenn in der Zeile, die man erhilt, wenn man alle ,?* weglésst,
alle len aufeinanderfolgen.

Formal wird in den ersten Teilaufgaben also eine Permutation der Spalten gesucht, also 7 :
{1..c} — {1..c} bijektiv®, sodass die permutierte Tabelle 7’ = (coln(i))ief1..c} zuldssig ist.
Gibt es eine solche Permutation fiir eine Tabelle T, so heit T zuldissig permutierbar.

Das dazugehorige Entscheidungsproblem® sei TABLE REORDER WITH/WITHOUT ? (ab-
gekiirzt ,,TR*/,,TR?*) mit folgender Definition: Gegeben eine Tabelle 7 mit £ = {0,1} / £ =
{0,1,?}, ist T zuldssig permutierbar?

3.1 Teilaufgaben a)-c): PQ-Trees

Unser Ziel ist es, eine Datenstruktur zu entwickeln, welche alle moglichen Permutationen der
Spalten enthiilt, fiir welche die Zeilenbedingungen erfiillt sind. Dazu lassen sich zunéchst fol-
gende Beobachtungen machen:

"{i.. j} ist eine verkiirzte Schreibweise fiir {i,i+1,...,j}

8Jedes Element wird genau einmal ,,zugeordnet*.

9Ein Entscheidungsproblem ist ein Problem, bei dem die Antwort einfach entweder ,,ja“ oder ,,nein® ist. Formell
kann man ein Entscheidungsproblem auch als Menge aller Eingaben definieren, fiir die die Antwort ,,ja* ist.
Ist X ein Entscheidungsproblem, bedeutet x € X also einfach, dass die Antwort fiir die Eingabe x ,,ja* ist.
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Abbildung 3.1: Eine Tabelle mit zwei unabhéngigen Abschnitten.

* Hat man eine zuldssige Permutation gefunden und ,,dreht* die gesamte Tabelle um 180°,
so erhdlt man wieder eine zuldssige Permutation.

» Zuldssige Tabellen kann man oft in Abschnitte unterteilen, wobei eine Zeile immer nur
innerhalb eines Abschnitts 1en enthilt. Die Reihenfolge dieser Abschnitte in der Endan-
ordnung spielt keine Rolle, sie konnen beliebig permutiert werden.

» Lisst sich die Tabelle nicht in dieser Weise unterteilen, so gibt es ,,Abschnitte®, deren
Reihenfolge nicht veridndert werden darf (bis auf das Umdrehen der gesamten Tabelle).

* In beiden Fillen gelten fiir diese (Teil-)Abschnitte ebenfalls die beiden vorherigen Bedin-
gungen.

Es ldsst sich also eine rekursive Struktur des Problems feststellen, daher liegt es nahe, die Daten-
struktur ebenfalls rekursiv zu konstruieren. Nun bendtigt man natiirlich noch einen ,,Base Case*

(Blatt des spéteren Baumes), hierfiir verwenden wir die einzelnen Spalten der urspriinglichen
Tabelle.

Analog zu den Fillen oben wollen wir nun zwei Fille fiir unsere Datenstruktur, welche einen
Abschnitt beschreibt, unterscheiden:

1. Die ,,Kindabschnitte* (Abschnitte, aus denen dieser Abschnitt besteht) sind beliebig per-
mutierbar.

2. Die Kindabschnitte kommen immer in einer festen Reihenfolge vor. Die einzige Mog-
lichkeit, eine andere Spaltenreihenfolge (abgesehen von Anderungen innerhalb der Kin-
dabschnitte) zu erhalten, ist, den gesamten Abschnitt umzudrehen.

Die genannten Eigenschaften lassen sich hervorragend mit einem PQ-Tree umsetzen. Die in-
neren Knoten eines PQ-Trees sind immer entweder P- oder Q-Nodes. Bei P-Nodes, diirfen
die Kindknoten beliebig permutiert werden, dies beschreibt also den ersten beobachteten Fall.
Bei Q-Nodes hingegen ist die Reihenfolge der Kindknoten fest, sie kann lediglich vollstdndig
umgedreht werden.

Jeder Abschnitt der Tabelle, wird nun durch PQ-Nodes modelliert (also einem P- oder einem
Q-Node).

Ein PQ-Tree besteht aus mehreren solchen PQ-Nodes, wobei einer davon die Wurzel ist und die
anderen PQ-Nodes nur indirekt iiber diese Wurzel referenziert werden. Einen PQ-Tree stellen
wir also als Baum dar, wobei die Spalten die Blitter und P- und Q-Nodes innere Knoten sind.
P-Nodes stellen wir als Kreis, Q-Nodes als Rechteck dar (Abbildung 3.2).

Man beachte, dass jede PQ-Node wieder als Wurzel eines PQ-Trees interpretiert werden kann:
Als Wurzel eines Teilbaums des gesamten PQ-Trees. Im Folgenden wird mit einer PQ-Node
daher manchmal auch der dazugehérige Teilbaum bezeichnet.

Als erste Optimierung fiigen wir ein, dass alle PQ-Nodes, die nur einem Kindknoten haben,
einfach durch diese ersetzt werden konnen. Alle inneren Knoten haben also mindestens zwei
Kindknoten.
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(a) Eine mogliche zuldssige Anordnung fiir konfetti4.txt (Die Zeilen wurden permutiert).

C D G H

(b) Ein PQ-Tree, der alle moglichen Permutationen von konfetti4.txt darstellt. Die Blitter des PQ-
Trees sind die Spalten der oberen Tabelle. Kreise stehen fiir P-Nodes, Rechtecke fiir Q-Nodes.

Abbildung 3.2: Ein Beispiel fiir einen PQ-Tree.
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Spalten

Abbildung 3.3: Initialer PQ-Tree

Um eine mogliche Permutation aus einem PQ-Tree abzulesen, nutzen wir die Reihenfolge der
Blitter bei einer Traversierung des Baumes. Dabei diirfen wir die Kinder von P-Nodes in belie-
biger Reihenfolge besuchen (Permutation der Kindabschnitte), die Kinder von Q-Nodes jedoch
nur in der angegebenen Reihenfolge oder genau umgekehrt.

Es lisst sich beobachten, dass die einzelnen Zeilenbedingungen prinzipiell unabhzingig!® von-
einander sind. Wir wollen die Zeilenbedingungen daher nacheinander behandeln. Weiterhin
lasst sich jede Zeilenbedingung so umformulieren, dass die Menge von Spalten mit einer 1 in
dieser Zeile hintereinander kommen miissen.

Die Idee ist nun, dass man den Baum Stiick fiir Stiick aufbaut, indem fiir jede Zeile nacheinander
dafiir gesorgt wird, dass die Zeilenbedingung erfiillt bleibt. Dazu unterstiitzen wir folgende
Operation: Gegeben ist eine Menge an Spalten (Bléttern), der Baum wird nun so veridndert,
dass die gegeben Spalten aufeinander folgen. Dabei sollen jedoch alle schon im Baum kodierten
Zusammenhinge beibehalten werden. Diese Operation nennen wir REDUCE(T, S), wobei T der
PQ-Tree und S die Spaltenmenge ist. Sie gibt den veridnderten PQ-Tree zuriick. REDUCE wird
nun Zeile fiir Zeile mit der Menge der Spalten, die in dieser Zeile eine 1 haben, aufgerufen,
denn genau diese miissen nebeneinander liegen. Es kann vorkommen, dass es keinen solchen
Baum gibt, in welchem Fall die Funktion fehlschlégt.

Auf diese Weise codiert der PQ-Tree nach der i-ten Iteration alle moglichen Permutationen,
sodass die Zeilenbedingungen der ersten i Zeilen erfiillt sind. Vor der ersten Iteration gibt
es keine Bedingungen, die gelten sollen, also miissen alle Permutationen moglich sein. Dies
erreichen wir durch einen PQ-Tree, dessen Wurzel eine P-Node ist und welche alle Spalten als
direkte Kinder erhilt. (s. Abbildung 3.3)

Algorithmus 6 FIND PERMUTATION

function FIND PERMUTATION(Table T)
T + P-Node with all columns as direct children
for doj=1,2,...,r
S <« {col; | coli[j] =1} > Die Menge aller Spalten, die in Zeile j eine 1 haben.
T < REDUCE(T,S)
if REDUCE failed then
L Report that there is no solution, break.
Extract a solution from 7'.

Um REDUCE zu implementieren, miissen wir fiir einen PQ-Node wissen, welche der Kinder
Spalten enthalten, die eine 1 bzw. eine O in der betrachteten Zeile haben. Bevor wir die ei-
gentlichen Verdnderungen durchfiihren, teilen wir also alle PQ-Nodes in eine der folgenden
Kategorien ein: ONLYO, ONLY1, BOTH.

10Dje Zeilenbedingungen kénnen zwar neue Zusammenhinge und potenzielle Konflikte bilden, hier geht es jedoch
darum, dass fiir die Erfiillung einer einzelnen Zeilenbedingung nur die entsprechende Zeile relevant ist.
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Abbildung 3.4: SPLITO1 auf P-Nodes (einziger erfolgreicher Fall)
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Abbildung 3.5: SPLITO1 auf Q-Nodes (einziger erfolgreicher Fall)

* Eine PQ-Node mit ONLYO enthélt nur Spalten mit einer O in der betrachteten Zeile.
* Eine PQ-Node mit ONLY1 enthilt nur Spalten mit einer 1 in der betrachteten Zeile.

* Eine PQ-Node mit BOTH enthélt sowohl Spalten mit dem Wert 0, also auch Spalten mit
dem Wert 1 in der betrachteten Zeile.

In den folgenden Abbildungen werden nun PQ-Nodes mit ONLYO weil3, PQ-Nodes mit ONLY1
grau, und PQ-Nodes mit BOTH schraffiert dargestellt.

Wenn alle Spalten mit dem Eintrag 1 nebeneinander liegen sollen, konnen PQ-Nodes mit BOTH
nur am Rand dieser Einerblocke vorkommen. Um die Spalten innerhalb der BOTH PQ-Nodes so
anzuordnen, dass alle Oen und len gebiindelt vorliegen, benodtigen wir eine weitere Funktion.
Wir implementieren die Funktion SPLITO1(T, S), welche eine Liste von PQ-Nodes zuriick-
gibt. Diese PQ-Nodes enthalten zusammen genau die Spalten des PQ-Trees T. In der Liste
kommen zuerst alle PQ-Nodes, welche ONLYO sind, dann alle mit ONLY1. In dieser Liste sind
keine PQ-Nodes mit BOTH enthalten, werden sie also in der genau dieser Reihenfolge in einen
Q-Node eingefiigt!!, ist in diesem Bereich die Zeilenbedingung erfiillt.

Betrachten wir nun, wie wir SPLIT01 implementieren konnen.

Haben wir einen P-Node, so konnen wir die Kindknoten beliebig permutieren. Wir gruppieren
diese also zunichst nach ONLYO, ONLY1 und BOTH. Es ist zu beachten, dass es maximal ein Kind
mit BOTH geben darf; sonst ist es nicht moglich, nur einen Wechsel von 0 nach 1 zu haben (und
keinen zuriick nach 0). Ist dies nicht der Fall, so brechen wir ab, es existiert keine Losung.
Ansonsten miissen wir beachten, dass zunichst alle Kindknoten mit ONLY0 kommen miissen.
Da wir jedoch deren Reihenfolge nicht wissen, erstellen wir als erstes Element der Liste einen
P-Node, welcher alle Kindknoten mit ONLYO enthélt. Analog erstellen wir als letztes Listenele-
ment einen P-Node mit allen ONLY1-Kindknoten. Haben wir einen Kindknoten mit BOTH, so
miissen wir diesen nun ebenfalls aufteilen, wir rufen also auch SPLIT01 auf dem Knoten auf.
Die dadurch erhaltenen Elemente sind die mittleren Elemente unserer Liste; diese fiigen wir
direkt ein, ohne sie in eine andere PQ-Node zu ,,verpacken®. Hier ist es nimlich weder mog-
lich, die Elemente zu permutieren, oder den Bereich umzudrehen, da dann die Zeilenbedingung
nicht mehr erfiillt wére. (s. Abbildung 3.4)

Liegt jedoch eine Q-Node vor, so diirfen wir die Reihenfolge der Kindknoten nicht &dndern.
Hier gilt daher, dass in der Reihenfolge der Kindknoten bereits alle ONLYO-Knoten zuerst, dann

Hwir geben eine Liste zuriick statt einen Q-Node, da wir diesen Bereich nicht einfach umdrehen koénnen.
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Algorithmus 7 SPLITO1

function SPLITOI1(T, S)

if T is a P-Node then

zeros <— set of ONLYO child nodes

ones < set of ONLY1 child nodes

boths < set of BOTH child nodes

if |boths| > 1 then

\ Report that there is no solution, break.

else if |boths| = 1 then

Let B be the only element of boths.

return [P — Node(zeros)| o SPLITO1(B,S) o [P — Node(ones)]
else return [P — Node(zeros),P — Node(ones)]
else if T is a Q-Node then

if chilren match [ONLY 1*, BOTH?,0ONLY 0*| then

L > * arbitrary number, ? at most one
reverse children

if children match [ONLY 0*, BOT H?, ONLY 1*] then

Replace the BOTH child B with SPLITO1(B, S) in children (if it exists)

return children

else

L Report that there is no solution, break.

else return (7| > T is a single Column

maximal ein Knoten mit BOTH und schlielich alle ONLY1-Knoten kommen miissen. Der einzige
andere mogliche Fall ist der genau umgekehrte, dann konnen wir die Reihenfolge umdrehen und
weiter genauso wie im ersten Fall verfahren. In jedem anderen Fall (insb. auch jeder mit mehr
als einem BOTH-Knoten) ist es nicht moglich, die Zeilenbedingung zu erfiillen und wir miissen
abbrechen. Die einzige Anderung, die wir an der Liste der Kindknoten vornehmen miissen, ist,
dass wir die BOTH-Knoten durch die Elemente der ,,Aufteilung® des Knotens ersetzen indem wir
SPLITO1 aufrufen (s. Abbildung 3.5).

Wir erhalten also Algorithmus 7.
Nun konnen wir die Funktion SPLITO1 nutzen, um REDUCE zu implementieren.

Liegt eine einzelne Spalte vor, miissen wir wie bei SPLITO1 nichts verdndern, wir geben die
Spalte selbst zuriick. Ansonsten konnen wir feststellen, dass wir Knoten, welche ONLYO sind,
nicht verandern miissen.

Weiterhin miissen wir, wenn es nur genau einen Kindknoten mit len gibt (ONLY1 oder BOTH),
auch nur diesen veridndern. Unabhingig davon, ob es sich um eine P- oder Q-Node handelt,
miissen wir diese Kindknoten C lediglich durch REDUCE(C, S) ersetzen. Hier ersetzt das Er-
gebnis jedoch nur den Kindknoten, wir ,,gliedern* nichts in den Knoten ein (es ist uns schliel3-
lich egal, ob der reduzierte Teilbaum umgedreht eingefiigt wird oder nicht; er enthilt alle 1sen
der Zeile).

Bei einer P-Node miissen wir dafiir sorgen, dass alle Kindknoten mit einer 1 nebeneinander ge-
langen; die Reihenfolge der anderen Knoten soll jedoch nicht eingeschriankt werden. Daher ent-
fernen wir alle Kindknoten mit einer 1 aus dem P-Node und ersetzen diese durch einen einzige
neue Q-Node. In dieser miissen die maximal zwei (der entstehende /en-Block hat zwei ,,Rin-
der*) Kindknoten mit BOTH am Anfang und Ende kommen; damit der Block auch zusammen-
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Abbildung 3.6: REDUCE auf P-Nodes (einziger erfolgreicher Fall)

T T

Abbildung 3.7: REDUCE auf Q-Nodes (einziger erfolgreicher Fall)

hingend ist, miissen sie zudem mit SPLITO1 aufgeteilt werden (bei dem zweiten Kindknoten
miissen wir die von SPLITO1 zuriickgegebene Liste noch umdrehen). Zwischen diesen ,,Enden
miissen dann alle Kindknoten mit ONLY1 eingefiigt werden. Da wir deren Reihenfolge nicht
wissen, fligen wir stattdessen eine P-Node ein, welche all diese enthilt. (s. Abbildung 3.6).

Bei einer Q-Node muss die Liste der Kindknoten folgendem Muster entsprechen:

[ONLY0* ,BOTH?,ONLY 1* BOTH?,0ONLY0%*|. Wir miissen dann lediglich den ersten BOTH-
Node mit SPLITO1 aufteilen und durch das Ergebnis ersetzen; den zweiten BOTH-Node ersetzen
wir durch das umgedrehte Ergebnis (,,SPLIT10%) (s. Abbildung 3.7).

Wir erhalten also Algorithmus 8.

Hiermit konnen wir nun also wie in Algorithmus 6 beschrieben einen PQ-Tree erstellen, der
alle moglichen Permutationen der Tabelle codiert.

Tiefe des PQ-Trees

Fiir die Laufzeitanalyse ist es essentiell zu analysieren, wie oft die Funktionen SPLITO1 und
REDUCE aufgerufen werden. Da diese Aufrufe von der Wurzel bis zu den Blittern ,,laufen®, ist
auch die Tiefe des PQ-Trees interessant. Daher werden wir diese im Folgenden beschrinken.

Es ldsst sich feststellen, dass durch das Ersetzen eines Teilbaums T durch SPLIT01(T, S)
der Baum nie tiefer wird. SPLIT01 kann zwar neue Knoten erstellen, diese werden bei der
Ersetzung jedoch maximal auf der gleichen Tiefe wie der urspriingliche Knoten T eingefiigt.

Zudem lésst sich beobachten, dass nur auf einem Knoten eine ,,richtige® REDUCE-Operation
ausgefiihrt wird (je Aufruf auf der Wurzel), also eine REDUCE-Operation, welche nicht einfach
den Baum unverindert ldsst oder REDUCE auf genau einem Kindknoten aufruft. Dieser ,richtige*
REDUCE-Aufruf ruft selbst nur noch SPLIT01 auf (und nicht mehr REDUCE), weshalb je Aufruf
auf der Wurzel nur ein Knoten so bearbeitet wird. Findet dieser Aufruf auf einer P-Node statt,
so erhoht sich die Tiefe des Baums um 2 (vgl. Abbildung 3.6); handelt es sich um eine Q-Node,
so wird die Tiefe nicht groBer.

Da insgesamt r REDUCE-Aufrufe stattfinden, ldsst sich die Hohe des PQ-Trees also durch &(r)
beschrédnken.
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Algorithmus 8 REDUCE

function REDUCE(T, S)

if T is a single column then return T
else if T is ONLYO then return T

> only possible when T is the complete tree and we have a only-0 row

else if T has only one non-ONLYO child node C then

Replace C with REDUCE(C, S) in children
return T

else if T is a P-Node then

zeros <— set of ONLYO child nodes
ones < set of ONLY1 child nodes
boths < set of BOTH child nodes
if |boths| > 2 then
 Report that there is no solution, break.
Let By and B; be the nodes in boths.
> If they do not exist, ignore the terms containing them.

return P-Node(zeros U {Q-Node(SPLITO1(By,S) o [P-Node(ones)| oreverse SPLIT01(B,,S))})

else if T is a Q-Node then

if children match [ONLY0*,B| :== BOTH?,0ONLY 1* B, :== BOTH?,ONLY 0*] then
Replace B; with SPLITO1(Bj,S) in children

L Replace B, with reverse SPLITO1(B;,S) in children
return T

Weiterhin ldsst sich beobachten, dass SPLITO1 nur maximal einen rekursiven Aufruf auf einem
Kindknoten machen kann. Zudem tétigt REDUCE entweder maximal einen REDUCE-Aufruf auf
einem Kindknoten oder maximal zwei SPLITO1-Aufrufe auf zwei Kindknoten. Insgesamt fin-
den je ,,Ebene* also maximal zwei REDUCE oder SPLITO1-Aufrufe statt, also insgesamt maximal
O(r) Aufrufe.

Laufzeit

Wir betrachten nun die Laufzeit einer REDUCE-Operation und der dafiir notigen Vorberech-

nung.

Sowohl Algorithmus 7 als auch Algorithmus 8 sind (abgesehen von den anderen Funktionsauf-
rufen) in Linearzeit in der Anzahl der Kindknoten implemen‘tierbar12 (Jeder einzelne Fall ist in
Linearzeit implementierbar). Ebenso ist die Berechnung, ob eine PQ-Node ONLYO, BOTH oder
ONLY1 ist, linear in der Anzahl der Kindknoten, wenn fiir diese schon bestimmt wurde, ob sie
ONLYO, ONLY1 oder BOTH sind. Insgesamt wird fiir jeden Knoten also eine Laufzeit linear in der
Anzahl seiner Kinder benotigt.

Die Anzahl der PQ-Nodes ist durch 2- ¢ € &/(c) beschréinkt, da der Baum ¢ Blitter hat und
alle inneren Knoten mindestens zwei Kinder (sonst ersetzen wir ihn durch das Kind). Also ist
unsere Laufzeit beschrinkt durch 2 - ¢ + ¥, ,4e v <number of children of v>.13 Wir konnen zu-
dem beobachten, dass jede der PQ-Nodes bis auf die Wurzel ein Kind von genau einer anderen

2Die zu konkatenierenden Listen konnen zwar mehr Elemente haben, mit Linked-Lists ist dies aber in ¢/(1)
moglich.
3Die 2 - ¢ stehen fiir die konstanten Kosten je Knoten
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PQ-Node ist. Jede PQ-Node kommt also in maximal einer der Kindknotenmengen vor. Also
ist Y hode v <number of children of v> < <number of nodes> < 2 - ¢. Die Laufzeit einer REDUCE-
Operation (und der Vorberechnung) ist also insgesamt auch durch &'(¢) beschrinkt.

Da wir diese beiden Operationen fiir jede Zeile genau einmal aufrufen, ist die Gesamtlaufzeit
unseres Algorithmus 6 durch &(r - ¢) beschrinkt. Dies ist fiir uns nicht zu verbessern'*, da wir
diese Laufzeit bereits zum Einlesen der r - ¢ Tabelleneintrige benotigen.

Teilaufgabe b) (Losung eindeutig?)

Zunidchst einmal gibt es zwei verschiedene Moglichkeiten, wie wir die Eindeutigkeit einer Ta-
belle definieren konnen. Diese unterscheiden sich lediglich darin, ob das Vertauschen zweier
identischer Spalten zu einer gleichen Tabelle fiihrt. Im Sachzusammenhang sollte es Anna ei-
gentlich egal sein, in welcher Reihenfolge identische Spalten auftauchen. Tabellen, welche sich
nur durch die Reihenfolge ihrer identischen Spalten unterscheiden (wenn die Spaltenindizes
nicht angegeben werden, also gar nicht), betrachten wir also als gleich.

Es ldsst sich feststellen, dass alle identischen Spalten im PQ-Tree immer Kinder der gleichen
PQ-Nodes sein werden. Ferner ist dieser Elternknoten immer eine P-Node, da die Reihenfolge
der Spalten nicht relevant ist. Daher werden wir gleiche Spalten vor Anwendung des obigen
Algorithmus zusammenfassen; wir miissen lediglich bei den Blittern zusitzlich speichern, wie
oft die Spalte vorkommt (wie viele Spalten also zusammengefasst wurden).

Wenn eine (mehrfache) Spalte nun das Kind einer P-Nodes ist, so miissen wir beim Finden
einer Permutation noch beachten, dass alle diese Spalten nicht notwendigerweise direkt nach-
einander kommen miissen. Es konnten auch noch andere Kindknoten der P-Nodes zwischen
den identischen Spalten vorkommen.

Ist sie das Kind eines Q-Nodes, so miissen die Spalten direkt hintereinander kommen.

Haben wir identische Spalten zusammengefasst, so haben wir nun den Vorteil, dass eine Ein-
deutigkeit ohne Betrachten der Reihenfolge identischer Spalten in der urspriinglichen Tabelle
das Gleiche ist wie Eindeutigkeit in der komprimierten Tabelle. Da es nun aber keine doppelten
Spalten mehr gibt, miissen wir die ,,Arten der Eindeutigkeit nicht mehr unterscheiden.

Wir konnen nun beobachten, dass es eine eindeutige Permutation genau dann gibt, wenn wir
nur eine (komprimierte) Spalte vorliegen haben (also alle Spalten gleich sind). Liegen mehrere
Spalten vor, so konnen wir ndmlich in jedem Fall eine weitere Permutation konstruieren. In dem
Fall, dass die Losung nicht symmetrisch ist, konnen wir die gesamte Tabelle einfach umdrehen
und erhalten eine andere Tabelle. Ist die Losung jedoch symmetrisch, so sind die erste und
letzte Spalte gleich, wir konnen die erste Spalte entfernen und am Ende anfiigen. Also erhalten
wir in beiden Fillen eine weitere Losung.

Die Eindeutigkeit einer Losung wird daher erst dann interessant, wenn eine Zeile gegeben ist.
Das ist in Teilaufgabe ¢ der Fall: Hier erinnert sich Anna an die urspriinglich erste Zeile des
Zettels.

Teilaufgabe c) (gegebene Zeile)

Zunachst einmal ldsst sich feststellen, dass die Anzahl der len in der ersten Zeile der poten-
ziellen giiltigen Anordnung mit der Anzahl der 1sen in der gegebenen Zeile iibereinstimmen

4bezogen auf die asymptotische Laufzeit
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muss. Da es sonst keine Losung geben kann, gehen wir im Folgenden davon aus, dass diese
Bedingung zutrifft.

Nun ldsst sich die erste Zeile eindeutig durch den Index der ersten 1 in der Zeile beschreiben,
da danach der l1en-Block mit der richtigen Anzahl 1sen folgen muss.

Statt nur zu berechnen, ob es eine Permutation mit dem gleichen Startindex wie die gegebene
erste Zeile gibt, berechnen wir diese Information fiir alle moglichen Startindizes. Diese In-
formation werden wir zudem fiir alle PQ-Nodes unseres PQ-Trees berechnen (aufler sie sind
ONLYO oder ONLY1 beziiglich der ersten Zeile). Dabei berechnen wir die moglichen Startindizes
innerhalb des Teils der Tabelle, welcher durch den Teilbaum der PQ-Node beschrieben wird.
Im Wurzelknoten ist dies die gesamte Tabelle, wir konnen dann also iiberpriifen, ob die erste
Zeile am gesuchten Index (der gegebenen Zeile) beginnen kann. Es wird sich feststellen lassen,
dass wir im Algorithmus ohne viel Mehraufwand auch gleich mitberechnen kdnnen, ob es meh-
rere Moglichkeiten fiir einen Index gibt. Wir berechnen also statt der einfachen Information,
ob ein Index mdoglich ist, die Information, ob ein Index unerreichbar, eindeutig moglich oder
mehrdeutig moglich ist.

Es lasst sich beobachten, dass nach einer REDUCE-Operation fiir eine Zeile fiir jeden Node einer
der folgenden drei Fille gilt:

1. Der Knoten enthélt keine Spalte mit einer 1 in dieser Zeile (ONLYO).
2. Der Knoten enthélt nur Spalten mit einer 1 in dieser Zeile (ONLY1).

3. Sonst (BOTH) enthilt der Knoten alle Spalten mit einer 1 in dieser Zeile; es gibt auf jeder
Ebene des Baums maximal einen BOTH-Knoten.

Zudem ldsst sich feststellen, dass, sobald es irgendwo im Baum einen ONLYO- oder eine ONLY1-
Knoten gibt, die Losung auf keinen Fall eindeutig sein kann (wenn eine existiert). Im kompri-
mierten PQ-Tree muss ein P- oder Q-Node verschiedene Kinder enthalten (immer mindestens
zwei Kinder, gleiche Spalten zusammengefasst). Also ist der Teil der Permutation, der einem
ONLYO- oder ONLY1-Knoten entspricht, nicht eindeutig (aus PQ-Nodes mit verschiedenen Kin-
dern lassen sich immer mehrere Permutationen konstruieren). Da dieser Teil durch die erste
Zeile zudem nicht eingeschrinkt wird, gibt es also auch mehrere Permutationen fiir die gesamte
Tabelle. Abgesehen von diesem Fall kann die Losung nur mehrdeutig werden, wenn es mehrere
Moglichkeiten gibt, die Kinder der BOTH-Knoten so anzuordnen, dass die erste Zeile stimmt.

Wir betrachten nun den untersten BOTH-Knoten im PQ-Tree. Hier muss man bestimmen, an
welchem Index der erste Kindknoten mit 1sen stehen kann. Dies ist dquivalent zu der Frage,
welche Lingen von Prifixen'> mit ONLY0O-Knoten man bilden kann.

Alle weiteren BOTH-Knoten haben genau einen anderen BOTH-Knoten als Kind. Hier muss man
bestimmen, welche Prifixldngen vor Beginn dieses Kindknotens mdéglich sind. Dies kann man
dann mit den moglichen Startindizes innerhalb des Kindnotens kombinieren, um die moglichen
Startindizes zu erhalten.

Betrachten wir zunichst das Problem, die moglichen Prifixe (bzw. Prifixldngen) zu bestimmen.
Dieses Problem entspricht bei P-Nodes dem (NP-vollstindigen) SUBSET-SUM-Problem!.

15 Anfangssequenz der Permutation, siehe Aufgabe 1

1oWir werden hier dennoch fiir unseren Fall einen Polynomialzeitalgorithmus angeben. Dieser entspricht einem
pseudopolynomiellen Algorithmus von SUBSET SUM, d.h. seine Laufzeit ist polynomiell in der Eingabegrofie
und der groften bindr codierten Zahl der Eingabe (also hier des gro3ten Wertes). Dies ist kein Polynomialzeit-
algorithmus, da dafiir die Laufzeit polynomiell in der EingabegroBe sein miisste; dies ist jedoch nicht der Fall,
da die grofite Eingabezahl exponentiell in der Anzahl der Bits sein kann.
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Algorithmus 9 Pseudopolynomieller Algorithmus fiir SUBSET SUM.

function SUBSET SUM((a:)ie{1..n},max)
Let reachable[0..max] < false.
reachable|0] < true.
foric {l..n}do
for j € {max—a; .. 0} do > iterate backwards to avoid using already changed values
L if reachablelj] then reachable[j+ a;] < true.
. return reachable.

Hierbei ist die Frage, ob man aus einer gegebenen Menge von n natiirlichen Zahlen (a;);c (1.0}
eine Teilmenge auswihlen kann, deren Summe gleich einer anderen gegebenen Zahl ist. Wir
mochten effektiv dieses Problem fiir jeden moglichen Index 16sen, unsere a; sind die Anzahlen
der Spalten in den Kindknoten.

Die Idee der Losung ist, dass wir nacheinander jeweils ein a; ,,dazunehmen* und eine Fallun-
terscheidung durchfiihren, ob wir das @; als Summanden fiir unsere Summe wihlen oder nicht.
Welche Zahlen erreichbar sind, speichern wir in einem Bitset (Groe: Summe aller Zahlen. Bei
uns ist das maximal die Anzahl der enthaltenen Spalten). Fiigen wir nun eine Zahl a; zur Menge
der nutzbaren Zahlen hinzu, so dndert sich die Menge der erreichbaren Zahlen nicht, wenn wir
den neuen Wert nicht verwenden. Verwenden wir ihn jedoch, wird zusétzlich zu jeder erreich-
baren Summe s auch s + a; erreichbar. Als Basisfall verwenden wir, dass O immer erreichbar
ist. Wir erhalten also Algorithmus 9.

Bei Betrachten der Spalten-Kindknoten miissen wir beachten, dass die Spalten nicht notwendi-
gerweise direkt nacheinander kommen miissen. Hier machen wir statt der Fallunterscheidung,
ob wir den Wert nehmen, die Unterscheidung, wie viele der Spalten wir nehmen.

Wollen wir nun noch wissen, wie wir eine Summe erreichen konnen, speichern wir bei jeder
moglichen Summe ein a,~17, mit dem wir als letzten Summanden diese Summe erreicht haben.
Mochten wir nun wissen, wie wir die Summe s erreicht haben, und haben wir q; als moglichen
letzten Summanden gespeichert, so wissen wir, dass @; als Summand in der Summe vorkommen
kann. Wir speichern also, dass a; verwendet wurde, und fahren bei s — a; fort. Hier speichern
wir erneut einen Summanden usw., bis wir bei 0 angekommen sind (Dies nennt sich ,,back-
tracking®).

Um zu berechnen, ob die Prifixlingen auch eindeutig sind, miissen wir nun noch berechnen, ob
wir Zahlen mehrmals erreichen konnen. Wir gehen davon aus, dass Permutationen der einzel-
nen zu wihlenden ,,Blocke* schon behandelt wurden (ONLYO, ONLY1 wie oben beschrieben), wir
miissen also nur berechnen, ob es mehrere Moglichkeiten gibt, eine Prifixldnge zu erreichen.
Hierfiir speichern wir statt der Information, ob ein Wert erreichbar ist, entweder ,,nicht erreich-
bar®, ,eindeutig erreichbar® oder ,,mehrdeutig erreichbar®. Statt einfach den ndchsten Wert
s+ a; auf ,.true* zu setzen, kombinieren wir also die Information bei s mit der von s + q;.

Die Laufzeit bleibt auch mit diesen Verinderungen &'(n-max) C O(c-max) (Anzahl der ONLYO-
Kindknoten - Anzahl der Spalten innerhalb dieser Kindknoten).

Wir miissen nur noch potenziell die moglichen Startindizes der BOTH-Kindknoten beriicksichti-
gen. Dafiir addieren wir auf alle moglichen Prifixlingen einfach diese Startindizes; der einzige

"Haben wir das erste Mal eine Moglichkeit fiir eine Summe s gefunden, iiberschreiben wir diesen Summanden
nicht mehr. Ersetzen wir dies namlich durch ein erst spiter betrachtetes a;, so wiirde der Algorithmus fiir s + a;
ausgeben, dass wir zweimal a; verwendet haben (da wir die eigentliche Losung tiberschrieben haben).
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Unterschied zu oben ist, dass einer der Startindizes gewéhlt werden muss. Dies benétigt eine
Laufzeit von ¢'(Anzahl Prifixlangen - mogliche Startindizes) C &'(max - ¢), was quadratisch in
c ist.

Uns fehlt nur noch die Berechnung fiir Q-Nodes. Hier gibt es genau zwei mogliche Prifixlin-
gen, und zwar die Anzahl der Spalten vor dem BOTH-Knoten (oder dem ersten ONLY1-Knoten),
und die danach (Umdrehen der Q-Node). Die restliche Berechnung erfolgt wie bei P-Nodes.

Da die Berechnung bei einer PQ-Node &'(c¢ - max) Zeit benotigt, und max jeweils die maximale
Prifixldnge, also die Summe der Lingen der ONLYO-Kindknoten ist; und jede dieser Knoten
daher nur einmal betrachtet wird, liegt die Gesamtlaufzeit in &(c?).

Wir berechnen also fiir den Wurzelknoten des PQ-Trees, an welchen Indizes die erste Zeile
beginnen kann, und iiberpriifen, ob dies eben am benétigten Index moglich ist. Zudem haben
wir direkt mitberechnet, ob es mehrere Moglichkeiten gibt (dies ist der Fall, wenn es irgend-
eine ONLYO- oder ONLY1-Knoten gibt, oder der berechnete Wert dies angibt). Wir kdonnen das
gesamte Problem also in der Laufzeit von &(r - ¢ + ¢?) 16sen.

Eine alternative (etwas schnellere'®) Implementierung von PQ-Trees wird in folgendem Paper
beschrieben: Kellogg S. Booth, George S. Lueker, Testing for the consecutive ones property,
interval graphs, and graph planarity using PQ-tree algorithms, Journal of Computer and Sys-
tem Sciences, Volume 13, Issue 3, 1976, Pages 335-379, ISSN 0022-0000, https://doi.
org/10.1016/50022-0000(76)80045-1. (https://www.sciencedirect.com/science/
article/pii/S0022000076800451)

3.2 Teilaufgabe a): Graphen

Anmerkung 1: Dieser Algorithmus geht an mehreren Stellen davon aus, dass alle Zeilen paar-
weise verschieden sind. Daher miissen vor Aufrufen des Algorithmus doppelte Zeilen entfernt
werden. Da diese keine weiteren Informationen iiber die Reihenfolge der Spalten liefern, ist
dies ohne Probleme moglich.

Anmerkung 2: Die in diesem Abschnitt dargestellten Tabellen wurden bereits zuldssig permu-
tiert, damit die Zusammenhdnge zwischen den Zeilen besser erkennbar sind. Dies ist jedoch
nicht notig, um die Zusammenhdnge zu bestimmen.

Bei diesem Ansatz versuchen wir, Zusammenhénge zwischen den einzelnen Zeilen zu analysie-
ren und daraus zu folgern, in welcher Reihenfolge die Zeilenblicke (1sen einer Zeile) beginnen
und enden.

Es lasst sich feststellen, dass zwei Zeilen folgende Zusammenhénge haben konnen:

* Die Zeilen ,,iiberlappen* sich (nicht-leere Schnittmenge, diese ist aber eine echte Teil-
menge beider Zeilen). Dies ist der Fall, wenn es sowohl Spalten mit 0/1, 1/1, und 1/0 in
diesen Zeilen gibt.

11111
111111

* Eine Zeile ist in einer anderen ,,enthalten”. Dies ist der Fall, wenn es Spalten mit 1 /0 und
1/1 in diesen Zeilen gibt, aber nicht 0/1.

8Der dort beschriebene Algorithmus benétigt & (r+ ¢ + f) Zeit, wobei f die Anzahl der len ist. Bei uns ist die
Laufzeit jedoch aufgrund des Eingabeformats schon durch Q(r - ¢) beschrénkt.
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111111
11

* Die Zeilen sind ,,disjunkt” / ,,unabhingig*. Hier gibt es keine Spalten 1/1.

1111
1111

Wir erstellen nun einen ,,Zeilengraphen®. Dieser enthilt einen Knoten fiir jede Zeile der Matrix,
eine ungerichtete Kante zwischen sich iiberlappenden Zeilen, und eine gerichtete Kante von
einer Zeile zu einer zweiten, wenn die erste die zweite enthélt.

Als Teilgraph des Zeilengraphen betrachten wir nun den ,,Uberlappungsgraphen®, welcher nur
die ungerichteten Kanten des Zeilengraphen enthilt. Hier gewichten wir zusitzlich die Kanten:
Als Gewicht einer Kante verwenden wir die Anzahl der Spalten, die in beiden Zeilen enthalten
sind. In diesem Graphen bestimmen wir die Zusammenhangskomponenten (mittels Tiefensuche
(DFS) oder Breitensuche (BES)).

1: 111111111111
2: 1111111
3: 111
4: 111
5: 1111
6: 11
7: 1111
(a) Die Tabelle (b) Der Zeilengraph
O
2 9
3 \
& © 5—©
(c) Der Uberlappungsgraph (d) Der Komponentengraph

Es lisst sich feststellen, dass in einer Zusammenhangskomponente durch die Uberlappungen
(und nicht-Uberlappungen) sowie deren Gewichtungen eindeutig bestimmt ist, in welcher Rei-
henfolge die einzelnen Zeilenblécke (= Isen der Zeile) beginnen und enden. Diese ,,Anfinge*
und ,,Enden* der Zeilenblocke bezeichnen wir als ,,Events®, ihre Reihenfolge als Eventreihen-
folge. Die einzige ,,Operation®, mit der wir diese Eventreihenfolge verindern konnen, ist, in-
dem wir die gesamte Eventreihenfolge (und damit einen Abschnitt der Tabelle) umdrehen'”
(vgl. Q-Node im PQ-Tree).

Um eine solche Eventreihenfolge zu erstellen, miissen wir innerhalb der Komponente die Kno-
ten so geordnet betrachten, dass neu zur Eventreihenfolge hinzugefiigte Knoten adjazent (be-
nachbart) zu anderen schon hinzugefiigten Knoten sind. Fiir die ersten beiden Zeilen ist frei
wihlbar, in welcher Reihenfolge sie sich iiberlappen (welcher Zeilenblock zuerst beginnt), da
die gesamte Eventreihenfolge umkehrbar ist. Fiir jeden neuen Knoten betrachtet man einen

19und Start- und End-Events vertauschen, damit Blocke immer erst beginnen und danach enden
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beliebigen adjazenten Knoten und berechnet mithilfe der Informationen, welche anderen Zei-
len die Zeile noch iiberlappen muss bzw. nicht tiberlappen darf. Damit kann man eindeutig
(in Linearzeit) herausfinden, in welcher Reihenfolge die Anfiange und Enden der Zeilenblocke
stattfinden.

Der einzige nicht triviale Fall ist der, dass sich drei Zeilen paarweise iiberlappen (s. Abbil-
dung 3.9). Hier kann man feststellen, dass immer zwei der Zeilen ,,zusammen‘ die dritte ent-
halten; fiir die Reihenfolge ist relevant zu wissen, welche dies ist. Dies ist der Fall genau dann,
wenn die Anzahl der gemeinsamen Spalten der ersten beiden Zahlen kleiner ist als sowohl die
Anzahl der gemeinsamen Spalten der ersten und dritten als auch der zweiten und dritten Zeile
(s. Fulkerson und Gross (1965)). Mit den Gewichtungen (Anzahl der gemeinsamen Spalten)
lasst sich diese Bedingung leicht iiberpriifen.

111111111
111111111
111111111

Abbildung 3.9: Drei sich paarweise liberlappende Zeilen.

Den Bereich zwischen zwei benachbarten Events bezeichnen wir als ,,.Segment®. In diesen
Segmenten ist eindeutig bestimmt, welche Werte in den im Segment enthaltenen Spalten stehen
(zumindest beziiglich der Zeilen, die in der Komponente enthalten sind). Fiir jede Belegung
dieser Zeilen gibt es ebenso nur ein mogliches Segment, weshalb sich alle Spalten in eines der

Segmente einordnen lassen?".

Fassen wir im Zeilengraphen alle Knoten einer Komponente zu einem Knoten zusammen, er-
halten wir den ,,Komponentengraphen®. Es lisst sich beobachten, dass dieser azyklisch und
transitivZ! ist (Beweis s. Fulkerson und Gross (1965)). Ebenso hat jede Komponente nur einen
,direkten” Vorginger??. In diesem ist die gesamte Komponente enthalten, genauer gesagt, so-
gar in einem einzigen Segment des direkten Vorgingers (dieses lédsst sich aus den Zeilen des
Vorgingers bestimmen, in welchen die gesamte Komponente enthalten ist).

Wir kénnen weiterhin beobachten, dass sich jede Spalte genau einem Segment in irgendeiner
Komponente zuordnen ldsst. Insgesamt erhalten wir also eine Menge ,.erster Komponenten
(sie besitzen keinen Vorginger), diese bestehen aus verschiedenen Segmenten. Jedes dieser
Segmente kann eine Menge an Spalten und weiterer Komponenten enthalten (die Reihenfolge
dieser ist beliebig). In Abbildung 3.8d ist (1,2,7) die einzige ,.erste” Komponente, der direkte
Vorginger von z.B. (6) ist (5).

Es ist auffillig, dass diese Struktur sehr den PQ-Trees des ersten Ansatzes dhnelt. Die Kompo-
nenten entsprechen den Q-Nodes, die Segmente (und die Menge der ersten Komponenten) den
P-Nodes.

Dieser Algorithmus benétigt & (r? - ¢) Zeit, allein schon zum Berechnen des gesamten Zeilen-
graphen mit Gewichtungen.

Die weiteren Teilaufgaben b) und ¢) werden somit analog zu PQ-Trees gelost.

20Das stimmt nicht so ganz fiir die Belegung mit nur Oen, wenn alle Zeilen der Komponente in einer anderen Zeile
enthalten sind; dazu kommen wir aber spiter noch.

21 Gibt es eine Kante i — j und eine Kante j — k, dann gibt es auch eine Kante i — k

22Der direkte Vorginger ist ein Vorginger, welcher in allen anderen Vorgingern enthalten ist.
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Eine Beschreibung dieses Verfahrens findet man auch in: D. R. Fulkerson, O. A. Gross "In-
cidence matrices and interval graphs.,"Pacific Journal of Mathematics, Pacific J. Math. 15(3),
835-855, (1965), (https://projecteuclid.org/journals/pacific-journal-of-mathematics/
volume-15/issue-3/Incidence-matrices-and-interval-graphs/pjm/1102995572.full)

Dieser Algorithmus bendtigt O(r* - c) Zeit, da er den gesamten Zeilengraphen explizit berech-
net. Es ist tatsiichlich moglich, dies auf O(r-c) zu verbessern, wie im folgenden Paper be-
schrieben wird: Hsu, WL. (1992). A simple test for the consecutive ones property. In: Iba-
raki, T., Inagaki, Y., Iwama, K., Nishizeki, T., Yamashita, M. (eds) Algorithms and Computa-
tion. ISAAC 1992. Lecture Notes in Computer Science, vol 650. Springer, Berlin, Heidel-
berg. https://doi.org/10.1007/3-540-56279-6_98, (https://link.springer.com/
chapter/10.1007/3-540-56279-6_98)

3.3 Teilaufgabe d)
NP-Vollstandigkeit

Anmerkung: Dieser Abschnitt ist relativ theoretisch und fiir eine vollstindige Losung der Auf-
gabe nicht notwendig.

Das Entscheidungsproblem TR?, ob eine Tabelle mit Fragezeichen zuléssig permutierbar ist, ist
NP-vollstindig.??

Es ist zunichst offensichtlich, dass TR? € NP gilt, da fiir eine gegebene Permutation in Polyno-
mialzeit iiberpriifbar ist, ob die permutierte Tabelle zulissig ist.>*

Nun reicht es aus, dass wir noch eine Karp-Reduktion von einem anderen NP-vollstindigen
Problem auf TR? angeben.”> Dazu verwenden wir das Entscheidungsproblem BETWEEN-
NESS?.

Gegeben ein positives n € N und k Tripel ((a;,bi,ci))ic{i.y von Zahlen aus {1 ..n}, gibt es
eine Permutation von {1 .. n}, in der fiir jedes Tripel (a;,b;,c;) b; zwischen a; und ¢; steht?%’

Eine Instanz dieses Problems formulieren wir ein eine Tabelle fiir TR? um, indem wir jeder Zahl
in {1 .. n} eine Spalte zuordnen (n Spalten) und fiir jedes Tripel zwei Zeilen verwenden. Die
erste Zeile hat eine 1 in den Spalten @; und b; und eine 0 in der Spalte ¢;, die zweite Zeile eine 0
in der Spalte @; und len in den Spalten b; und c;. Alle restlichen Eintrige sind Fragezeichen.

Es ldsst sich leicht feststellen, dass in jeder validen Permutation der Tabelle die Spalte b; zwi-
schen a; und b; stehen muss. Wegen der Fragezeichen entspricht zudem jede valide Permutation

Bsiche auch https://tryalgo.org/en/data)20structures/2024/01/03/pc-trees/
#a-generalization-to-partially-defined-matrices

24Fiir eine etwas ausfiihrlichere und formellere Version siehe auch Abschnitt 3.4

Z5Fiir den formalen Hintergrund siehe Abschnitt 3.4

%6siehe auch https://en.wikipedia.org/wiki/Betweenness_problem

Z’Wir konnen fiir die Laufzeitanalyse davon ausgehen, dass n polynomiell in der Eingabegrofe beschrinkt ist. Wir
konnen nimlich annehmen, dass jede Zahl in {1 .. n} in mindestens einem der Tripel vorkommt. Ansonsten
konnen wir diese Zahl ohne Probleme aus der Menge der betrachteten Zahlen entfernen.
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1117
11111
117
1?2?11 (b) Uberlappen sich die Zeilen (? muss 1 sein) oder
ist die erste in der zweiten enthalten (? muss 0
(a) Ist die erste Zeile in der zweiten enthalten? sein)?

Abbildung 3.10: Problematische Situationen mit Zusammenhingen zwischen den Zeilen.

der BETWEENNESS-Instanz einer validen Permutation der Tabelle. Also ist die Tabelle valide
permutierbar genau dann, wenn die BETWEENNESS-Instanz 16sbar ist.

Zudem lésst sich beobachten, dass die Reduktion in Polynomialzeit berechenbar ist, es handelt
sich also um eine Karp-Reduktion BETWEENNESS <, TR?.

Da BETWEENNESS NP-vollstindig ist, ist demnach auch TR? NP-vollstindig. g.e.d.

Potenzielle Schwierigkeiten

In diesem Abschnitt werden zunéchst Probleme aufgezeigt, die bei einer Verallgemeinerung der
Ansitze fiir die ersten Teilaufgaben auftreten konnen.

Bei PQ-Trees ist das offensichtlichste Problem zunéchst, dass diese bei einer REDUCE-Operation
erfordern, dass man die Spalten in die Kategorien ,,0° und ,,1 einteilen kann. Dies ist bei ,?
offensichtlich (i.d.R.) unmdglich, oder zumindest schwierig, weshalb man den Algorithmus
nicht so weiterverwenden kann. Eine potenzielle Idee wire, in einem solchen Fall die Spalte
in zwei Spalten aufzuteilen (mit jeweils unterschiedlichem Wert), hier konnte man sich jedoch
spiter evtl. entscheiden miissen, welche Spalte man behilt, da manche in Kombination mit an-
deren moglichen Spalten in Konflikt stehen. Man konnte auch versuchen, diese Aufteilung erst
moglichst spit vorzunehmen, es kann jedoch erzwungen werden, dass Spalten in verschiedenen
Kindknoten sein konnten. Auflerdem miisste man bei der Bestimmung der Moglichkeiten fiir
die erste Zeile beriicksichtigen, dass bestimmte Spalten in mehreren der Kindknoten sein kon-
nen, und die mogliche Grofle eines zu wihlenden Knotens von den schon gewihlten Knoten
abhédngt. Zudem ist nicht einfach eindeutig bestimmbar, welche Spalten der ersten Zeile die
Isen enthalten.

Bei dem Ansatz mit Graphen ist das Problem, dass sich die Zusammenhinge zwischen den
Zeilen nicht immer eindeutig bestimmen lassen (s. Abbildung 3.10).

Im Folgenden werde ich noch kurz zwei Ansitze vorstellen, die man versuchen konnte (natiir-
lich neben vielen weiteren (optimierten) Brute-Force-Losungen).

Greedy (Heuristik)

Anmerkung: Der folgenden Algorithmus kann fiir alle der losbaren Beispieleingaben (bis auf
konfett100. txt) in einer angemessenen Zeit eine valide Permutation finden. Es ist jedoch
auch relativ leicht, Beispiele zu finden / zu konstruieren®S, fiir die der Algorithmus eine existie-
rende Losung nicht findet; er ist also eigentlich nicht korrekt.

28 durch Duplizieren von Zeilen / Spalten
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Man kann auch versuchen, die Aufgabe mit Heuristiken (hier zur Wahl der nichsten Spalte) zu
16sen. Der hier vorgestellte Ansatz wihlt so zu jedem Zeitpunkt greedy die nichste Spalte der
Permutation aus.

Als aktuellen Zustand bezeichne man die Belegung von Oen/1sen der zuletzt gewihlten Spalte.
Hat diese in einer Zeile ein ,?¢, so wird die Belegung der letzten Spalte, welche in dieser Zeile
kein ,?° hat, iibernommen. Der initiale Zustand enthélt in jeder Zeile eine 0. Als restliche
Spalten bezeichnen wir die Spalten, welche noch nicht gewéhlt wurden.

Um die Menge der moglichen nichsten Spalten einzuschrianken, werden folgende Regeln ver-
wendet:

* Eine Spalte, welche eine 1 des aktuellen Zustands in eine 0 dndern (den Zeilenblock
beenden) wiirde, darf nicht gewihlt werden, wenn es noch eine restliche Spalte gibt,
welche eine 1 in dieser Zeile hat.

* Eine Spalte, welche in zwei Zeilen die Werte 1/ 129 hat, darf nicht gewihlt werden, wenn
es noch restliche Spalten mit den Werten 0/1 und eine mit den Werten 1/0 gibt. Die
Spalte mit 1,/1 muss namlich in der Permutation zwischen denen mit 0/1 und 1/0 stehen.

* Alle anderen Spalten kann der Algorithmus als nidchste wéhlen. Achtung: Dies bedeu-
tet nicht, dass es auch eine valide Permutation gibt, in der diese Spalten als ndchstes
kommen!

Aus allen moglichen nichsten Spalten wird eine nach den folgenden Regeln gewéhlt.

1. Die gewihlte Spalte sollte im aktuellen Zustand moglichst wenige Anderungen von 0
nach 1 verursachen (moglichst wenig neue Blocke beginnen).

2. Bei Gleichstand sollten moglichst viele 1sen im aktuellen Zustand beibehalten werden.

Speichert man einige Werte (z.B. wie viele restliche Spalten eine 1 in einer bestimmten Zeile
haben, sowie wie viele restliche Spalten die Werte 1/0 in einem Zeilenpaar haben), so ldsst sich
dieser Algorithmus leicht in &(r>c?) implementieren (es geht sicher auch noch schneller), was
auch fiir die groBten Beispieleingaben in angemessener Zeit lauft.

SAT-Solver

Ein weiterer Ansatz, die Aufgabe zu losen, konnte darin bestehen, eine Instanz als 3-SAT-
Formel (in konjunktiver Normalform) zu formulieren. Diese besteht aus einer Menge an Klau-
seln (hier Disjunktion von maximal 3 booleschen Variablen), welche alle erfiillt werden miissen.
Ein SAT-Solver kann dann verwendet werden, um eine erfiillende Belegung der Variablen zu
finden (oder zu bestimmen, dass es keine solche gibt).

Hierbei verwenden wir fiir jedes Paar von Spalten mit den Indizes i, j eine boolesche Variable
prev; j, welche genau dann ¢rue sein soll, wenn (i) < 7(j) ist, also Spalte i in der Permutation
vor Spalte j kommt.

Da entweder Spalte i vor Spalte j kommt oder umgekehrt, muss gelten less; ; = —lessj,i. Dies
ldsst sich iiber die Klauseln less; ; V less ; und —less; j\V —less;; erzwingen.

Nun miissen wir die Zeilenbedingungen codieren. Dafiir konnen wir beobachten, dass die Zei-
lenbedingung einer Zeile zu folgender Aussage dquivalent ist: Fiir jede O in einer Zeile gilt, dass

29Wert der ersten betrachteten Zeile / Wert der zweiten betrachteten Zeile
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ihre Spalte entweder vor allen Spalten mit einer 1 in dieser Zeile oder nach all diesen Spalten
kommt. Fragezeichen miissen hier nicht betrachtet werden, da fiir diese je nach Position ein
passender Wert wihlbar ist.

Dies wiederum ist damit gleichbedeutend, dass fiir jeden Eintrag col;[j] = 0 alle Variablen
prev; y mit einem Spaltenindex ' mit coly[j] = 1 dquivalent sind. Diese Aquivalenzen miissen
nicht paarweise codiert werden, es geniigt, eine der Variablen als ,,Referenzvariable* zu wih-
len und fiir alle restlichen Variablen eine Aquivalenz zu dieser Referenzvariable zu codieren®
(ausreichend, da Aquivalenz transitiv ist).

Zuletzt miissen wir noch sicherstellen, dass less; ; eine transitive Relation codiert. Gibt es also
Spalten i, j, k, sodass Spalte i vor Spalte j kommt (/ess; ; = true) und sodass Spalte j vor Spalte
k kommt (/ess ; x = true), dann muss auch Spalte i vor Spalte k kommen (less; = true). Da dies
durch unsere Klauseln bisher noch nicht codiert wurde, miissen wir diese Bedingung /ess; ; A
lessx = less;x = —less; jV —less iV less; ; noch fiir jedes Spaltentripel (i, j, k) einfiigen.?!

Nachdem wir mithilfe eines SAT-Solvers eine mogliche Belegung der Variablen bestimmt ha-
ben, miissen wir nur noch die Reihenfolge der Spalten rekonstruieren. Hierfiir wédhlen wir
einfach iterativ diejenige Spalte, welche (nach Belegung der /ess-Variablen) vor allen anderen
verbleibenden Spalten kommen muss.

Potenzielle Optimierungen Die Grof3e unserer SAT-Instanz ldsst sich noch deutlich verrin-
gern. So bendtigen wir nur eine der Variablen less; j und less; ;, die jeweils andere konnen wir
immer durch eine Negation der ersteren ersetzen.

Weiterhin ldsst sich beobachten, dass wir ansonsten neben den Transitivititsklauseln nur Aqui-
valenzen vorliegen haben. Daher kann man vor dem Hinzufiigen der Klauseln zur Instanz die
Mengen der dquivalenten Klauseln bestimmen und diese durch jeweils eine einzige Variable
ersetzen.

3.4 Teilaufgabe e)
NP-Vollstéandigkeit

Anmerkung 1: Dieser Abschnitt ist vergleichsweise theoretisch und ist fiir das Verstehen sowie
eine vollstindige Losung der Aufgabe nicht notwendig, jedoch ist er sehr interessant.

Anmerkung 2: Wenn man die NP-Vollstandigkeit von d) bereits gezeigt hat, ist die Karp-
Reduktion von d) auf e) trivial®2, da e) eine Verallgemeinerung von d) ist.

Da NP-Vollstindigkeit nur fiir Entscheidungsprobleme definiert ist, miissen wir zunéchst ein
passendes Entscheidungsproblem definieren:

TABLE REORDER CHANGES (TRC). Gegeben eine Tabelle bestehend aus 0, 1 und ? und
k € N, ist es moglich, maximal k Eintrdge so zu dndern, dass die Tabelle valide permutierbar
ist.

3Um Aquivalenzen zu codieren, verwendet man folgende Umformung (x,y sind boolesche Variablen): x < y =
(x=y)A(y=x)=(-xVy)A(7yVx)

31Djese Transitivititsklauseln sind die einzigen Klauseln, welche aus 3 Literalen bestehen. Ohne diese hitten wir
also eine 2-SAT-Instanz, welche in Linearzeit 16sbar wire. Da wir diese Klauseln jedoch benétigen, liegt eine
3-SAT-Instanz vor; 3-SAT ist ein NP-vollstindiges Problem.

$iibernehme die Tabelle unverindert, maximal 0 Verinderungen
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Um zu zeigen, dass TRC NP-vollstindig ist, miissen zwei Dinge gezeigt werden:

1. TRC € NP: Hierzu ist zu zeigen, dass es einen Verifizierer gibt’®, der, gegeben eine
Tabelle und ein sog. Zertifikat, nachweist, dass die Tabelle zuldssig permutierbar ist.
Hierfiir kann man als Zertifikat einfach eine Permutation 7 : {1 .. ¢} — {1 .. ¢} nehmen,
sodass T’ = (coly(;))ic(1..c} zuldssig ist.

Es lidsst sich relativ einfach in Polynomialzeit zeigen, dass 7 eine Permutation ist (iiber-
priife, dass es fiir jedes i’ € {1 ..c} genau ein i € {1 ..c} gibt, sodass 7(i) = i’). Es
muss nur noch iiberpriift werden, dass 7’ zulissig ist, was, wie oben beschrieben, durch
Wahl von Werten fiir die ,?* geschehen kann. Die Uberpriifung, dass in der entstehenden
Tabelle alle Zeilen zuléssig sind, kann auch offensichtlich in Polynomialzeit erfolgen.

Also gibt es einen Verifizierer fiir TRC, es gilt TRC € NP, g.e.d.

2. TRC ist NP-schwer, d.h. VL € NP : L <, TRC , TRC ist also mindestens so schwer
wie jedes andere Problem in NP. Da <, transitiv ist34, reicht es, eine Karp-Reduktion
X <, TRC anzugeben fiir ein (schon gezeigt) NP-vollstindiges Problem X (fiir dieses
wurde ja schon gezeigt, dass L <, X VL € NP).

Im Folgenden wird eine Karp-Reduktion HAMILTONIAN PATH <, TRC angegeben’>.

Sei also G = (V, E) eine Instanz von HAMILTONIAN PATH (HP). Seien n == |V |,m :=
|E|. Daraus konstruiere man nun eine Tabelle 7 mit n Spalten und m Zeilen.

Fiir jeden Knoten wird genau eine Spalte erstellt, die Reihenfolge der Spalten entspricht
dann einer Permutation der Knoten. Kann man erzwingen, dass fiir jeweils zwei Spalten,
die aufeinanderfolgen, eine Kante zwischen den entsprechenden Knoten existiert, so ist
diese Permutation der Knoten offensichtlich ein Hamiltonpath.

Dafiir konstruiert man fiir jede Kante uv € E eine Zeile in T, welche in genau den Spalten
von u und v eine ,1° hat, in allen anderen eine ,0‘. Damit folgt trivialerweise, dass eine
Zeile valide ist genau dann, wenn die beiden Knoten der Kante in dem Pfad aufeinan-
derfolgen. Damit die Permutation einem HP entspricht, muss dies fiir alle n — 1 Kanten
des Pfades gelten. In den anderen Zeilen muss eine ,,Verletzung* der Zeilenzuldssigkeit
ermoglicht werden, es ist zu beobachten, dass dies durch genau eine Anderung eines
Eintrags moglich ist (dndere eine der 1sen zu einer 0).

Also ldsst man m — (n — 1) = m —n+ 136 Anderungen in der Tabelle zu, gibt also insge-
samt die TRC-Instanz (T,k = m —n+ 1) zuriick.

a) Laufzeit: Obiger Algorithmus ist offensichtlich in Laufzeit &'(n - m) implementier-
bar, die Laufzeit der Reduktion ist also polynomiell in der Eingabegrof3e.

b) G=(V,E) € HP = f(G) € TRC: Sei p ein HP in G (existiert wg. G € HP). Dann
ordne die Spalten von T in der Reihenfolge der entsprechenden Knoten in p an. Of-
fensichtlich sind alle Zeilen, die einer der n — 1 Kanten auf p entsprechen, zuléssig.
In den anderen m — (n— 1) = m —n+ 1 = k Zeilen, ersetze eine der 1sen durch eine

3Die Existenz eines Verifizierers ist dquivalent zur klassischen Definition iiber die Existenz einer nichtdetermi-
nistischen Turing-Maschine.

3AusA <, Bund B <, CfolgtauchA <, C.

3SHAMILTONIAN PATH. Gegeben ein einfacher ungerichteter Graph G = (V, E), gibt es einen Pfad in G, der
jeden Knoten genau einmal besucht?

36Ist m —n+ 1 negativ, so gilt m < n— 1. Da jeder HP jedoch genau n — 1 Kanten hat, gibt es keinen HP. Gib also
eine bekannt unlosbare Instanz fiir TRC zuriick.
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0, wodurch diese nur noch eine 1 enthalten und damit auch zulédssig sind. Die ge-
samte Tabelle ist also mit k Anderungen zulissig permutierbar, es gilt f(g) € TRC,
g.e.d.

¢) f(G) € TRC = G € HP: Betrachte eine Losung von f(G). In der Tabelle 7 muss
es genau n — 1 unveridnderte Zeilen geben. Gibe es mehr unverinderte Zeilen, ligen
mehr als n — 1 Kanten auf dem HP mit n Knoten () oder es gibe Kanten ,,doppelt*
(4, G ist einfacher Graph). Gébe es weniger unverianderte Zeilen, wiaren mehr als
m— (n— 1) = k Zeilen verindert, jede verdnderte Zeile benétigt jedoch mindestens
eine der kK moglichen Verdnderungen (/). Da es genau n — 1 unverinderte, zulédssige
Zeilen gibt, liegen die entsprechende Kante auf dem potenziellen Pfad, der der Spal-
tenpermutation entspricht. Da es n— 1 solche Kanten gibt und keine Kanten doppelt,
muss es sich um einen tatsdchlichen Pfad handeln. Dieser ist, da jeder Knoten genau
einmal besucht wird, ein HP. Also ist G € HP, g.e.d.

Also ist HAMILTONIAN PATH <, TRC, TRC ist NP-vollstédndig, g.e.d.

Lésung mit ILP

Da TRC NP-vollstindig ist, gibt es unter der Annahme, dass P % NP 37 keinen Algorithmus,
der das Entscheidungsproblem, und auch das Suchproblem, in Polynomialzeit 16st. Eine gute
Maoglichkeit, NP-vollstindge Probleme zu Iosen, ist mithilfe von sog. ILP-Solvern®®. Dazu
muss man sein Problem jedoch zunéchst als ILP (Integer Linear Program) formulieren. Ein ILP
besteht aus einer Menge an ganzzahligen Variablen sowie einer Menge von linearen Unglei-
chungen® iiber dieser. Zusitzlich wird noch eine linearer Term in den Variablen angegeben*?,
welcher entweder zu minimieren oder zu maximieren ist (unter Einhaltung der linearen Un-
gleichungen). Der Vorteil davon ist, dass moderne ILP-Solver sehr gut optimiert sind, und das
Problem oft schneller 16sen als andere (zudem aufwindigere) exponentielle Losungsansitze.

Im Folgenden wird eine mogliche Formulierung des Problems als ILP dargestellt, es gibt aber
garantiert auch andere mogliche Formulierungen.

Zunichst muss man die Permutation der Spalten formulieren. Dazu kann man boolesche*!
Variablen (perm; j); jcq1.c) definieren. Hierbei ist perm; ; = 1 genau dann, wenn die Spalte
col; in der permutierten Tabelle zur j-ten Spalte wird, also 7(i) = j gilt. Es muss nun noch
erzwungen werden, dass tatsidchlich eine Permutation codiert wird. Dazu muss einerseits 7(i)
eindeutig sein, d.h. fir jedes i € {1 .. ¢} darf es nur ein j € {1 .. ¢} geben, sodass perm; j =1
(Gleichung (3.1)). 7 muss weiterhin bijektiv sein, d.h. fiir jedes j € {1 .. ¢} darf es nur ein
i € {1..c} geben, fir dass 7(i) = j < perm; ; = 1 (Gleichung (3.2)). In einem ILP ldsst sich
dies folgendermalen codieren:

¥Die Frage, ob die Komplexititsklassen P und NP gleich sind (P C NP ist trivial), zihlt zu einem der groften un-
gelosten Probleme der Informatik. Wire dies der Fall, wiirde dies dazu fiihren, dass u.a. alle NP-vollstdndigen
Probleme schnell 16sbar wiren; auch basiert fast die gesamte Kryptographie auf der Annahme, dass P #~ NP.

3BILP ist selbst ein NP-vollstindiges Problem

39Ungleichungen der Form a;x; +azx> +...a,x, < b, wobei xy,...,x, Variablenund ay, ... ,a,, b Konstanten sind.

40Term der Form ax| + axxy + . . . apx,, wobei x; ,...,X, Variablen und ay,...,a, Konstanten sind.

414.h., die Variablen konnen nur die Werte 0 und 1 annehmen; in einem ILP lisst sich dies fiir eine Variable x
mit den Bedingungen 0 < x < 1 erzwingen, viele ILP-Solver bieten jedoch auch die Moglichkeit, boolesche
Variablen direkt zu definieren.
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perm; j =1 Vie{l. c} 3.1)
1

J

C
Zperm,-J:l Vjie{l. c} (3.2)
i=1

C

Um die weiteren Bedingungen zu codieren, ist es niitzlich, Variablen zu haben, welche den
Zustand der permutierten Tabelle (bzw. aller Eintrige dieser) enthalten. Dafiir verwenden wir
die Variablen (col;[j])ic{1 e}, jef 1“,}42. Diese Variablen konnte man nun so codieren, dass sie
,0¢,,1¢, ,?7¢ darstellen konnen, jedoch reicht es aus, ,0° und ,1° darzustellen, und bei einem ,?¢
den ILP-Solver direkt die Belegung wihlen zu lassen (so, dass die anderen Bedingungen erfiillt
sind). Also sind auch diese Variablen Booleans, 0 (FALSE) codiert ,0° (x) und 1 (TRUE) ,1°
).

Bevor man nun erzwingt, dass die Werte der Spalten auch richtig (entsprechend perm) in die
col![j] ibernommen werden, muss man noch beriicksichtigen, dass auch Verinderungen von
Werten méglich sind. Dafiir definiere man weitere boolesche Variablen (change;|j])ic (1. .c},je{1..r}>
welche 1 sein sollen genau dann, wenn das Feld col![j] verindert wurde (im Vergleich zu dem
Eintrag, den es nach perm und der urspriinglichen Tabelle haben miisste). Offensichtlich ist
dann die Summe aller change;[j] zu minimieren, die Zielfunktion lautet also:

Mm
-

min : change;|]] (3.3)

1

~.

Lj

Man betrachte jetzt einen Eintrag col;[j] in der urspriinglichen Tabelle (i € {1 .. c},j€ {1 .. r}).
Zudem betrachtet man den Eintrag col/,[j], in den der Wert potenziell iibertragen werden muss
(i € {1 .. ¢}). Zunichst ist zu beobachten, dass fiir perm; » = 0 keine Abhingigkeit zwischen
col;[j] und col}[j] besteht. Da col;[j] bekannt ist (gegeben), mache eine Fallunterscheidung
bzgl. col;[j]:

1. coli[j] = 0: Wenn perm;y = 1 (also die Spalte i in der Permutation an Stelle i’ steht),
muss der Wert von col;[j] korrekt in den Wert von col}[j] iibernommen werden, also
muss entweder col))[j] = col;[j] = 0 sein oder changey[j] = 1 (Wert verindert)*>. Wenn
perm; y = 0 (also die Spalte i sich irgendwo anders befindet), ist der Wert von collf/ [/]
egal®, der von change;|j] ebenfalls**. Also muss gelten: perm;y =0 V col}[j] =
0V changey[jl=1 < (1—perm;y)+(1—col}[j])+changey[j]>1 < —perm;y—
col},[j] + change;[j] > —1.

2. col;[j] = 1: Analog folgt, dass gelten muss: —perm; y + col’,| j| + change;[j] > 0.

3. coli[j] = ?: Wenn perm; y = 1, gibt es trotzdem keine Einschrinkungen fiir col},[j]. Der
Wert von change;|j] ist in jedem Fall 0, dies muss aber nicht explizit codiert werden, da
der ILP-Solver die Summe der change-Variablen minimiert. Wenn perm; ; = 0, gibt es

42Fiir eine tatsichliche Implementierung wiren i, j beides Indizes; diese Schreibweise wurde auch fiir die anderen
Teilaufgaben verwendet, weshalb sie auch jetzt verwendet wird.

“Theoretisch konnen auch beide Werte 1 sein, jedoch wiirde der ILP-Solver dies nicht tun, da in diesem Fall das
Setzen von change; ] auf 0 die Zielfunktion um 1 verringern wiirde.

#Diese Werte werden durch eine andere Bedingung (andere i, i') bestimmt.
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wie oben auch keine Einschrinkungen. Also sind in diesem Fall keine Bedingungen fiir
das ILP notig.

Es ergeben sich also folgende weitere Bedingungen:

—perm; y — coly[j] + changey[j] > —1  Vi,i' e {1..c},je{l..r},coli[j]=0 (3.4
=1

>
>0 Vi,i' € {1..c},je{l..r}, colij] (3.5)

—perm; y + coly|j] + change; | j]

Nun kann man die eigentlichen Bedingungen an die permutierte Tabelle implementieren. Dies
ist zunidchst die Bedingungen der zusammenhéngenden Zeilenblocke. Hier gibt es mehrere
Moglichkeiten, eine davon ist zu erzwingen, dass es in einer Zeile maximal einen ,,Wech-
sel“ von 0 nach 1 gibt (also einen Blockanfang). Dafiir fiilhre man neue boolesche Variablen
ein, (start;| j])ie{l..ch jef1..r> welche 1 sein sollen genau dann, wenn das entsprechende Feld
col![j] = 1istund col!_,[j] = 0. Also muss gelten col;_[j] =1V coli[j]=0 V start;[j] = 1*°.
Dies ist dquivalent zu col!_,[j] — col![j] + start;[j] > 0. Es ist zu beachten, dass diese Bedin-
gung nur fiir i > 2 funktioniert, da es sonst kein ,,linkes* Feld gibt. Fiir i = 1 muss einfach nur
gelten, dass start;[j] = 1, wenn col/[j] = 1. Dies ist formulierbar als —col![j] + start;[j] > 0.
Nun muss natiirlich noch die Anzahl der ,starts* je Zeile beschrinkt werden, also gilt noch
Gleichung (3.8). Insgesamt kommen folgende Bedingungen dazu:

—coly[j] + start;[j] > 0 Vie{l..r} (3.6)
coll_[j] — colll j] + start;[j] > 0 Vie{2..c},je{l.r} (3.7)
istart,-[j] <1 Vie{l..r} (3.8)

i=1

Bisher lasst sich mit dem ILP berechnen, wie viele Werte verdndert werden miissen, sodass es
eine Losung gibt, eine solche wird auch gefunden. Es ist jedoch noch zu ergédnzen, dass auch
die Fragen aus b), c) beantwortet werden.

Ist die erste Zeile angegeben, ist es trivial, die Werte von col![1] zu erzwingen.

Um zu iiberpriifen, ob es eine weitere Losung gibt, kann man zuerst eine optimale Losung
finden, dann Bedingungen hinzufiigen, die erzwingen, dass mindestens ein col/[j] anders ist,
und das ILP erneut 16sen. Zudem kann man eine Bedingung hinzufiigen, die die Zielfunktion
mit dem schon gefundenen optimalen Wert beschrinkt. Dann gibt es eine weitere optimale
Losung genau dann, wenn der ILP-Solver fiir das erweiterte ILP eine Losung findet.

Seien sol;[ j] die Werte der col/[j] fiir eine optimale Losung. Dann kann man neue boolesche
Variablen einfiihren, (dif fi[j])ic{1.c},je{1..r}» Welche 1 sein sollen, wenn sich col;[ ] (der neuen
Losung) und sol;[j] unterscheiden. Zunichst muss man die Bedingung einfiihren, dass die
Summe aller dif f-Werte groBer als O sein muss. Da dies eine untere Schranke fiir die Summe
ist, ist hier relevant, dass man die dif f-Werte auf 0 zwingt, wenn sie 0 sein miissten*0. Da die
sol;[ j] bekannt sind, kann man wieder eine Fallunterscheidung durchfiihren:

1. sol;[j] = 0: Ist col![j] = O (gleich dem Wert der ersten Losung), muss auch dif fi[j] =0

45 Auch hier kann start; [/] = 1 gesetzt werden, auch wenn dies nicht nétig ist. Da die start-Werte gleich 1 jedoch
durch eine obere Schranke beschrinkt sind und anderweitig nicht mehr verwendet werden, ist dies unproble-
matisch.

46Bisher haben wir immer nur Werte auf 1 gezwungen, da wir obere Schranken hatten. Analog ist hier das Zwingen
auf 1 irrelevant.
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gelten. Also coll[j] =1 V diffi[jl=0 < coll[jl—diffiljl>0Mie{l..c},je€
{1..r}).
2. soli[j] = 1: Ist col![j] = 1, muss dif fi[j] = 0 gelten. Also col[j] =0 V diffi[j]=0 <
—collljl—diffilj] > -1 (Vie{l..c},je{l..r}.
Insgesamt werden r- ¢ <perm> +r-c <col’> +r-c <change> +r-c <start> +r-c <dif f> =

5r-c Variablen erstellt. Die Anzahl der Bedingungen ist maximal c4+c+r-c>+r-c4+r+r-c€
O (r-c?). Die Laufzeit zum Erstellen des ILPs ist also polynomiell.

Anmerkung: Formell ist unser Algorithmus eine Cook-Reduktion*’ von dem Problem der Tei-
laufgabe e) auf ILP.

3.5 Beispiele

Ubersicht iiber die Beispiele

Dateiname \ rows \ cols \ 78 \ Erste Zeile® H 16sbar \ eindeutig
konfetti00.txt 4 4 ja nein ja nein
konfettiOl.txt 5 9 nein nein ja nein
konfetti02.txt 5 9 nein nein nein (2 Anderungen) -
konfettiO3.txt 3 5 nein nein ja ja
konfettiO4.txt 7 17 | nein nein ja nein
konfettiO5.txt | 110 | 1020 | nein nein ja nein
konfettiO6.txt 9 21 | nein ja ja ja
konfettiO7.txt 9 21 | nein ja nein (2 Anderungen) -
konfetti08.txt 9 21 ja ja ja ja
konfetti09.txt 7 13 ja nein ja nein
konfettil0.txt 7 13 ja nein nein (3 Anderungen) -
konfettill.txt | 107 | 1016 | ja nein ja nein
konfettil2.txt | 109 | 1013 | ja ja ja nein
konfettil3.txt 8 16 ja nein nein (4 Anderungen) -

Mogliche Anordnungen

Anmerkung: In den folgenden Anordnungen wurden Fragezeichen nicht ersetzt, damit die Per-
mutationen besser erkennbar sind.

Es wird zunichst die Folge der Spaltenindizes in der Permutation angegeben (1-indiziert), an-
schlieBend die entstehende Tabelle. Die erste Zeile ist immer Annas Zeile.

Fragezeichen werden griin hervorgehoben. War keine Permutation moglich, wird eine Permu-
tation mit einer minimalen Anzahl an Verinderungen angegeben. Verdnderungen werden rot
hervorgehoben.

Zu manchen Beispieleingaben fehlt aus Platzgriinden die Ausgabe. Du kannst sie im Material-
teil auf der Webseite finden.

#TLink YouTube
“Die Eingabe enthilt Fragezeichen
Die erste Zeile ist gegeben.
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konfetti00
Order: [2, 3, 1, 4]
1

171

11
11

konfetti01
Order: [1,5,8,6,7,2,4,9, 3]
1111111
111111111
1111

11
1111

konfetti(2
nur mit 2 Verdnderungen l16sbar
Order: [9, 5,3,7,8, 1, 2, 4, 6]

1111
11

1111
1 0

konfetti03
Order: [1, 2, 3, 4, 5]

11111

konfetti04

Order: [12, 8, 16,1, 10,6, 11,4, 17,3,14,5,15,7,2,9, 13]

111
1111111
11
1111
111111111111
1111
111

konfetti0S
wegen Grifie hier ausgelassen
konfetti06

erste Zeile gegeben, eindeutig 16sbar

Order: [5, 16, 10,9, 14, 15, 12, 2,4, 19, 18, 21,7, 8,20, 1, 3, 6, 11, 13, 17]
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111111
11111111

111111111111
11111111111111
111111111111111
1111
111111
11111111

konfetti(Q7

erste Zeile gegeben, nur mit 2 Verdanderungen 16sbar
Order: [10,9,17,7,5, 11, 6,4, 19, 15, 13, 21, 3, 20, 16, 1, 2, 14, 18, 8, 12]

1111111111111
111111111111
11
11111111111111111111
11
1111111
111111111 0
11111111111111
111111111

konfetti08

erste Zeile gegeben, eindeutig 16sbar

Order: [18, 21, 16, 10, 14, 3,8, 2, 7,5, 13, 17, 19, 20, 9, 15, 4, 11, 12, 1, 6]

1111111111
111711171111111
111111111111111111
1111111111111111111
1111111111
1111171111107
1111111111111111
11117111711111111
1111111111111

11
11

konfetti(09

Order: [8,6,7,13,1,9, 10, 2,3, 11, 12, 4, 5]

111711111111
11111117 ??
1
11111111171
111111 ?
7 1111111
1111111
konfettil0

nur mit 3 Verdnderungen 16sbar

Order: [9, 3,11, 1, 10,6, 5, 8,4, 13,2,7, 12]

11111111
1111111111111
1171
111

2. Runde
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711 200
1111711111
71111
konfettill

wegen Grofie hier ausgelassen
konfettil2

erste Zeile gegeben

wegen Grifie hier ausgelassen
konfettil3

nur mit 4 Verdnderungen l6sbar

Order: [14,9, 1, 15,4,8,10,7,3,11, 12,2, 5, 6, 16, 13]

171111117111
1111111 ?
111111111111
111
111700 ?
111111111111111
1111
70000071111
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3.6 Bewertungskriterien

Die aufgabenspezifischen Bewertungskriterien werden hier erldutert.

1. Lésungsweg

(1) Problem addquat modelliert: Es miissen alle Werte aus der Tabelle (x,v" und ?) abgebil-
det werden konnen. Permutationen miissen erzeugt und zusammenhéngende Zeitblocke
miissen beriicksichtigt werden konnen.

(2) Verfahren nicht unnotig ineffizient: Mehrfache Berechnungen des gleichen Wertes an
verschiedenen Stellen sind nicht akzeptabel.

(3) Laufzeit des Verfahrens in Ordnung:

* Bei den Teilaufgaben a) bis c) sollte ein Verfahren mit polynomieller Laufzeit ver-
wendet werden. Sonst sind 2 Punkte abzuziehen.

* Bei den Teilaufgaben d) und e) werden 2 Punkte abgezogen, falls ein Brute-Force-
Verfahren nicht sinnvoll verbessert wird.

(4) Speicherbedarf in Ordnung: Die verwendete(n) Datenstruktur(en) sollen mit maximal
polynomiell viel Speicher auskommen.

(5) Ergebnisse von Teilaufgaben a) bis c) korrekt:
Die vom Verfahren ausgegebene Anordnung der Spalten (falls vorhanden) muss zuldssig
sein. Wenn fiir ,,lo6sbare* Beispiele (solche, fiir die es eine zulédssige Anordnung ohne An-
derung der Eintriige gibt) nur Losungen mit Anderungen angegeben werden, evtl. unter
Zuhilfenahme des Verfahrens aus Teilaufgabe e), werden 2 Punkte abgezogen. Weiterhin
muss das Verfahren korrekt ermitteln, ob die gefundene Anordnung nach der Definition
der Einsendung eindeutig ist.
Die folgende Tabelle gibt die Ergebnisse der Beispiellosung an, mit deren Definition der

Eindeutigkeit.

’ Dateiname ‘ rows ‘ cols ‘ Erste Zeile H losbar ‘ eindeutig ‘
konfettiOl.txt 5 9 nein ja nein
konfetti02.txt 5 9 nein nein -
konfetti03.txt 3 5 nein ja ja
konfettiO4.txt 7 17 nein ja nein
konfettiO5.txt | 110 | 1020 nein ja nein
konfettiO6.txt 9 21 ja ja ja
konfettiO7.txt 9 21 ja nein -

(6) Ergebnisse von Teilaufgabe d) korrekt: Falls
* eine zuldssige Anordnung mit einer korrekten Ersetzung der ?
* unter Beriicksichtigung der bekannten 1. Zeile (falls vorhanden) ermittelt und
* deren Eindeutigkeit (im Sinne der Einsendung) korrekt angegeben wird,

dann konnen bis zu 2 Pluspunkte gegeben werden. Wird fiir losbare (s.0.) Beispiele nur eine
Anordnung mit Anderungen angegeben (hier ziihlt nicht das Ersetzen von ?), wird 1 Punkt abge-
zogen.
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)

’ Dateiname ‘ rows ‘ cols ‘ ? ‘ Erste Zeile H losbar ‘ eindeutig
1. Zeile unbekannt
konfetti09.txt 7 13 | ja nein ja nein
konfettilO.txt 7 13 | ja nein nein -
konfettill.txt | 107 | 1016 | ja nein ja nein
1. Zeile bekannt
konfetti08.txt 9 21 | ja ja ja ja
konfettil2.txt | 109 | 1013 | ja ja ja nein

Ergebnisse von Teilaufgabe e) korrekt und gut: Fiir die Eingaben konfetti02.txt, konfetti-
07.txt, konfettilO.txt und konfettil3.txt muss eine zuldssige Anordnung unter Angabe
der Anderungen gefunden werden, ansonsten werden 4 Punkte abgezogen.

Die Anzahl der Anderungen muss akzeptabel sein, sonst werden bis zu 2 Punkte abgezogen. Ist
die Anzahl der Anderungen optimal, konnen bis zu 2 Bonuspunkte gegeben werden.

Dateiname optimal | akzeptabel
konfetti02.txt 2 <2
konfettiO7.txt 2 <6
konfettill.txt 3 <4
konfettil3.txt 4 <6

(8) Alle Teilaufgaben bearbeitet: Wird Teilaufgabe d) nicht bearbeitet, werden 2 Punkte abgezogen.

Wird Teilaufgabe e) nicht bearbeitet, werden 4 Punkte abgezogen.

2. Theoretische Analyse

(D

2)

3)

“4)

Verfahren / Qualitdt insgesamt gut begriindet: Es sollte entweder die Korrektheit des
Verfahrens begriindet werden oder erkannt werden, wenn das Verfahren nicht immer kor-
rekt ist (es sollte jedoch zumindest auf den gegebenen Beispielen korrekt sein). Aus der
Dokumentation muss hervorgehen, wie ,,eindeutig® definiert wird. Wenn die Ergebnisse
mehrerer Verfahren kommentarlos angegeben werden, konnen bis zu 2 Punkte abgezogen
werden. Fir eine Einsendung, die mehrere Verfahren vergleicht und Begriindungen fiir
deren Qualitit liefert, konnen Bonuspunkte vergeben werden.

Schwierigkeit der Teilaufgabe d) gezeigt: Es sollte gezeigt werden, dass ein effizientes
Verfahren fiir Teilaufgabe d) sehr schwierig zu finden ist, und sich entsprechend kri-
tisch mit dem eigenen Losungsansatz auseinander gesetzt werden (bei effizienten, aber
nicht immer korrekten Verfahren). Falls die NP-Schwere der Teilaufgabe d) erkannt und
korrekt begriindet wird, etwa durch eine (informelle) Reduktion von einem bekannten
NP-schweren Problem, konnen Pluspunkte vergeben werden.

Gute Uberlegungen zur Laufzeit des Verfahrens: Die Laufzeiten der Verfahren miissen
nicht zwingend formal, aber nachvollziehbar und korrekt charakterisiert werden.

Mit Teilaufgabe c) ist eine Zeile der Anordnung (Annas Zeile) bekannt. Es wird erwar-
tet, dass sich Gedanken dariiber gemacht werden, was sich daraus fiir die Laufzeit des
Verfahrens ergibt; falls nicht, wird 1 Punkt abgezogen.

NP-Schwere der Teilaufgabe e) gezeigt: Falls die NP-Schwere der Teilaufgabe e) erkannt
und korrekt begriindet wird, etwa durch eine (informelle) Reduktion von einem bekannten
NP-schweren Problem, konnen Pluspunkte vergeben werden.
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3. Dokumentation

3)

“4)

(&)

Vorgegebene Beispiele dokumentiert: Die Ergebnisse fiir alle Beispiele konfettiO1.txt
bis konfettil3.txt miissen dokumentiert werden. Bei den groBen Beispieleingaben
konfettib.txt, konfettill.txt und konfettil2.txt ist ein Verweis auf externe
Dateien in Ordnung.

Weitere aussagekrdiftige Beispiele: Werden fiir Teilaufgabe d) oder e) Beispiele entwor-
fen, die die Grenzen des eigenen Verfahrens gut aufzeigen, konnen bis zu 2 Pluspunkte
vergeben werden.

Ergebnisse nachvollziehbar dargestellt: Fiir jedes Beispiel muss, wenn moglich, eine
Anordnung angegeben werden. Weiterhin muss angegeben werden, ob die Anordnung
,eindeutig* ist.

Fiir ? muss angegeben werden, wie diese ersetzt werden miissen, oder es muss erkennbar
bleiben, welche Zeichen urspriinglich ? waren.

Teilaufgabe e: Falls ein Verfahren gefunden und angewendet wurde, muss die Anzahl der
Verdnderungen angegeben werden. Wenn nicht erkennbar ist, welche Zeichen geédndert
werden, dann wird 1 Punkt abgezogen.

Wird die Permutation nur als Folge von Spaltenindizes ausgegeben, konnen aufgrund der
schlechter Uberpriifbarkeit der Ergebnisse 2 Punkte abgezogen werden.
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Aus den Einsendungen: Perlen der Informatik

Allgemeines

Das fand ich interessant, und die kleine (also ... in meiner Vorstellung kleine) Anderung wollte
ich implementieren. Spoiler: Die geplante Stunde wurde zu 20, meine To-do-Liste hat gelacht,
und mein Schlafrhythmus wurde (mal wieder) dabei rekursiv aufgeldst — leider ohne Memoi-
zation. Ich habe leider viel zu spit mit der Bearbeitung dieser Aufgabe angefangen, aber naja,
passiert . ..

Und auch hier — weitere Eigenschaften der Implementierung:

» ist umfassend dokumentiert und kommentiert,

Es ist schon schwierig und zeitaufwindig, die Ergebnisse manuell zu ermitteln.

Aus den Notizen vom Bewertungswochenende: Es gab eine Doku mit 655 Seiten.

Aufgabe 1: Schmucknachrichten

Wenn Sybille und Pedram kilometerlange Ketten fadeln, werden sie ein paar hundert Meter
mehr auch nicht storen.

Bei den restlichen Ausgaben fillt insbesondere auf, dass im Fall von schmuck05.txt genau
die erwartete Linge herauskommt, was auf eine korrekte Funktion des Programms hindeutet.
Dennoch ist es aus mir unerklédrlichen Griinden nicht in der Lage, eine korrekte Ausgabe fiir
schmuck02. txt zu erzeugen. Es werden zwar alle Werte wie erwartet bestimmt, nur bei der
Ausgabe werden auf einmal weniger Perlenfolgen konstruiert als Symbole vorhanden sind. Ich
habe keine Ahnung, warum dieses Problem ausschlieBlich in diesem Beispiel auftritt. Auch
eine Ausgabe fiir schmuck09.txt wird sich hier nicht finden, da ich das Programm nach iiber
30 Stunden (die Laufzeitkomplexitit ldsst griiBen!) wegen der Abgabefrist abbrechen muss.
Bis auf diese Méngel funktioniert das Programm jedoch einwandfrei.

11237
ADME 5143 Toxt-Q 2 We're no strangers to love You know the rules and so do I A full commitment's what I'm thinkin' of You
wouldn't get this from any other guy I just wanna tell you how I'm feeling Gotta make you understand

Never gonna give you up, never gonna let you down Never gonna run around and desert you Never gonna make
you cry, never gonna say goodbye Never gonna tell a lie and hurt you We've known each other for so long
Your heart's been aching, but you're too shy to say it Inside, we both know what's been going on We know
the game and we're gonna play it And if you ask me how I'm feeling Don't tell me you're too blind to see
Never gonna give you up, never gonna let you down Never gonna run around and desert you Never gonna make
you cry, never gonna say goodbye Never gonna tell a lie and hurt you Never gonna give you up, never
gonna let you down Never gonna run around and desert you Never gonna make you cry, never gonna say
goodbye Never gonna tell a lie and hurt you We've known each other for so long Your heart's been aching,
but you're too shy to say it Inside, we both know what's been going on We know the game and we're gonna
play it I just wanna tell you how I'm feeling Gotta make you understand Never gonna give you up, never
gonna let you down Never gonna run around and desert you Never gonna make you cry, never gonna say
goodbye Never gonna tell a lie and hurt you Never gonna give you up, never gonna let you down Never
gonna run around and desert you Never gonna make you cry, never gonna say goodbye Never gonna tell a lie
and hurt you Never gonna give you up, never gonna let you down Never gonna run around and desert you
Never gonna make you cry, never gonna say goodbye Never gonna tell a lie and hurt you

Text-Quelldatei

Ohne Optimierung & (n?), mit Optimierung potentiell &(n>) oder mehr.

Nachdem die Stromrechnung ohnehin schon ziemlich hoch ist, wurde [...] der Dynamic-
Programming-Ansatz [...] nicht verwendet.
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Da dies selbst mit meinem Rechner zuhause (bin im Ausland und habe nur einen Toaster-
Laptop) nur schwer zu stemmen sein wiirde, entschied ich mich also, die letzte Aufgabe mithilfe
einer Approximation zu losen.

Ich lieB mein Programm auf dem Gaming-Computer eines Freundes laufen, der zwar 64 GB
Arbeitsspeicher hatte, aber eine schlechtere CPU, sodass auch hier das Programm recht langsam
lief. Weil er seinen Computer benutzen wollte, stoppten wir es nach etwa 9 Stunden wieder.

Aufgabe 2: Simultane Labyrinthe

Was bringt der A* Algorithmus? Meine Antwort: Der Algorithmus ist eine intelligente Mog-
lichkeit, die Suchenden in der Warteschlange zu verfolgen, die dichter am Ziel sind als diejeni-
gen, die noch in der Néhe des Starts hocken. Das mochte ich umsetzen!

Bevor ich allerdings wirklich im Labyrinth gehe, merke ich mir die Position, wo ich vorher
stand, und notiere mir die Position in mein analoges Notizheft ganz gleich wohin mit dem Titel
besucht. Jedes Mal, wenn ich auf eine neue Position komme, wird dies dort hinein notiert.

Als wirkliches Zusatzfeature kann ich meine Fast Lane vorstellen. Nachdem das Labyrinth
eingelesen wurde, fragt das Programm ab, ob der- oder diejenige(n) viel Geduld haben. Je
nachdem wird in der Heuristik mit verschiedenen Operatoren gearbeitet.

Analoges Testen von Beispielen. Bei L2: Optimaler Weg schattiert, ausgegebener Weg liniert.

Die Anforderungen aus ISO 2867:2011 sehen fiir Durchgénge eine Mindestbreite von 550 Mil-
limetern vor. Der kleinstmégliche Durchgang in den Labyrinthen ist eine Koordinateneinheit
1 breit. Angenommen, die Mindestbreite von 550 Millimetern entspricht einer Koordinaten-
einheit 1, [dann] kann mit n < 23! und m < 23! eine Labyrinthbreite bzw. -hohe von maximal
1181116 Kilometern [berechnet werden]. Das ist deutlich groBer als die Breite und Linge von
Deutschland und damit mehr als ausreichend fiir ein Labyrinth. Somit muss weder fiir » noch
fiir m ein long long verwendet werden.
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Die Losungsidee besteht darin, eine Bandbreitensuche zu implementieren.

field_information[@].distance_to_final_field ==

Wihrend die Idee, Labyrinthe in Maisfeldern anzulegen, sich im Land verbreitet hat, so hat
sich auch mein Algorithmus schnell herumgesprochen. Anton, Bea und Chris, die inzwischen
samtliche Freunde eingeladen haben, Chris beim Knobeln zu helfen, um die zunehmend kom-
plexeren Labyrinthe zu 16sen, stellen fest: Es wird ganz schon langweilig. Der Algorithmus
findet einfach immer die beste Losung, schnell, effizient, fehlerfrei. Andere Bauern haben be-
reits reagiert. Sie bieten nun sogenannte Multi-Spieler-Labyrinthe an, in denen sich drei, fiinf
oder sogar zehn Personen gleichzeitig durch jeweils eigene Labyrinthe bewegen kénnen.

Hier sind beide Programme (auch mit 16 GB) aufgrund von zu wenig Arbeitsspeicher abge-
stiirzt. (€(250%) [sic!] ist wohl einfach zu viel. Andererseits ist ein Labyrinth ohne Winde
auch ohne Computer wahrscheinlich nicht sehr schwer zu 16sen.)

Im Gegensatz dazu ist bei Labyrinthen wie 6 oder 8 mit Algorithmus 1 die Laufzeit nicht rea-
listisch (vielleicht auf besseren Computern, aber nicht auf meinem).

Beispiel | Ausgabe und Kommentar

0 'D’,’D’, 'R, "U°, 'U’, 'R’, 'D’, 'D’|, Linge: 8, simpel und im Vergleich zu Chris Losung die
kiirzeste Losung.

1 'R’,'R’, 'R’, 'R’, 'D’,’D’, 'L’ 'U", 'L’, 'D’, 'L’, "U’, ’L’, 'D’, 'D’, 'R’, 'U’, 'R’, 'D’, 'R’, "1,
L, L, L, U, R, R R, DY, DY, DY), Lange: 31, noch gut ohne Code lsbar.
['RRDDDRRRIT'[RRRDLDRD’R','D’,L

9 DL, U, L, L, L LY, U, 'L, LY, "D DY, LY, DY 'R, DY R R, R R D
DR, R, U, U, U, R, U, U R R._ ’R R R DL D'. 'LT._ ‘D, 'D’, R
R, 'DT]._ Léange: 65, ohne Code noch machbar
'D’,’'D’,’D’,’D’, 'R’, ’'D’, D', 'R’, 'U°, 'R’, 'R’, 'R, ’D’, ’D’, ’D’, 'D’, 'R’, 'R’, 'R’, 'R’, 'D’,
LD, L, D, D DY, D, D, ’L'._ LD’ 'L, D’ L, D', D', D7, D', R, R, D,
DR, R, DD, R’ L, DY, D’ D, L, D' R, D L, LD, L, UL L DY
‘D, 'R, R, DY, DY, R, R, DY LY DY, DY, R, R, R, R, DY, DY R R, DY R

3 R, D, R, D, D L, L, DY, DY, LY, D, L, DY, DY, R, U, R, DY, DY LY, DY
DL, U, L, U, L, U, L, DY, L, DY, R, R, DY, DY, DY, R, R, U, R,
‘R, U, RN, DY, DY, DY, DY, LY, LY, L, U, R, R, YUY, RS, U, L, DY, "D, DY, DY
L’,’D’,’D, D, 'R’ U, R, D, R, DY, R, D, R, R, R, R, 'R, Lénge: 164, kurze
Laufzeit,

Erste 10 Zeichen: [R’, 'R’, 'R’, 'D’, 'D’, 'D’, 'D’, 'D’, 'D’, 'D’|, letzte 10 Zeichen: ['D’, 'R’,

6 R, U7, UL R, R, R, DY D] Léange: 1844, interessant aufgrund der vielen Gruben und
keinen Winden. kurze Laufzeit

7 Kein Weg zum Ziel, interessant da es als einziges keine Losung hat

Auch wenn ich mich natiirlich freue, dass ich endlich mal die Sachen, die ich tiber Graphen-
theorie weil3, anwenden kann, ist es dann leider doch nicht so einfach.

Fiir diese Approximation der Distanz zum Finalknoten wird in der Regel eine Approximation
verwendet.

Der Baum besitzt etwa n Blitter. Wenden wir also den Eulerschen Polyedersatz an.
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