24. Bundeswettbewerb Informatik, 2. Runde ;

LOosungshinweise und
Bewertungskriterien

Allgemeines

Es ist immer wieder bewundernswert, wieviel an Ideen und Wissen, an Fleil3 und Durchhal-
tevernbgen in den Einsendungen zur zweiten Runde eines Bundeswettbewerbs Informatik
steckt. Um aber die Allerbesteiirfdie Endrunde zu bestimmenjiissen wir lhre Arbeit kri-

tisch begutachten und hohe Anforderungen stellen. Von daher sind Puindiéediz Regel und
Bewertungeruber das Soll (5 Punkte) hinaus die Ausnahme, insbesondere bei den schwieri-
gen Aufgaben dieses Jahres. Lassen Sie sich davon nicht entmutigen!

Bewertungslbgen Kein Kreuz in einer Zeile bedeutet, dass die genannte Anforderung den
Erwartungen entsprechend i@ff wurde. Vermerkt wird also in der Regel nur, wenn davon
abgewichen wurde — nach oben oder nach unten. Ein Kreuz in der Sgaltedeutet Zusatz-
punkte, ein Kreuz unter—* bedeutet Minuspunkteif Fehlendes oder Unzgliches. Die
Schattierung eines Feldes bedeutet, dass die entsprechenden Plus- bzw. Minuspunkte in der
Regel nicht vergeben wurden.

Termin der 2. Runde Die 2. Runde liegt zu grofR3en Teilen parallel zum Abitur. Das ist
sicher nicht ideal. In der zweiten JahraHte lauft aber die 2. Runde des Mathewettbewerbs,
dem wir keine Konkurrenz machen wollen. Also bleibt uns nur die erste Jadiftesiund
damit liegt der Abgabetermin der 2. Runde immer in der Zeit der Abiturtermine. Aber: Sie
haben etwa vier Monate Bearbeitungszéit die 2. Runde. Rechtzeitig mit der Bearbeitung
der Aufgaben zu beginnen ist der beste Weg, Konflikte mit dem Abitur zu vermeiden.

Dokumentation Eine Dokumentation beginnt nicht mjiDie Prozedur ab&bergibt einen
Zeiger p auf ein Feld xy, worauf die Funktion f ...“. Beschreiben Sieaztst die (implemen-
tationsunablingige) Idee, die Sie zurdsung der jeweiligen Aufgabe entwickelt haben. Schil-
dern Sie diese &sungsidee erst grob und gehen dann darauf ein, wie Sie sie in ein abstraktes,
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computertaugliches Modell (in Form von Algorithmen und Datenstrukturen) umgesetzt ha-
ben. Nutzen Sie dazu auch (halb-)formalé&dWchkeiten zur Beschreibung lhres Modells.

Die Implementierung dieses Modells als Programm beschreiben Sie anschlieRend in der Pro-
grammdokumentation, die die wichtigsten Funktionen, Variablen, Klassen, Objekte etc. mit
Bezug auf die bsungsidee dokumentiert und angibt, wo diese Komponenten im Quellcode zu
finden sind. Beachten Sie: Wer nicht in der Lage ist, Idee und Modétige zu formulieren,
bekommt auch keine saubere Umsetzung in welche Programmiersprache auch immer hin.

Losungshinweise Bei den folgenden Edluterungen handelt es sich um Vorgdd, nicht

um die einzigen Bsungswege, die wir gelten liel3en. Wir akzeptieren in der Regel all&ét2as

die die gestellte Aufgabe veinftig l6sen und entsprechend dokumentiert sind. Einige Dinge
gibt es allerdings, die — unaihgig vom gewhlten LOsungsweg — auf jeden Fall diskutiert
werden nlissen. Zu jeder Aufgabe gibt es deshalb einen Abschnitt, indem gesagt wird, worauf
bei der Bewertung letztlich geachtet wurde.

1 Museum

Kunstmuseen mit verwinkeltend®men waren schon immer der Albtraum eines jeden Wach-
manns. Nur gut, dass mit Hilfe debsung der Aufgabe 1 zumindeagberpiift werden kann,

ob der gevithlte Rundweg geeignet ist, alle Bereiche einzusehen uigliche Einbrecher
dingfest zu machen.

Die Aufgabe teilt sich in zwei Bereiche: Visualisierung und Sichtbarkbgspiifung. Im Be-

reich der Visualisierung ist es erforderlich, vorgegebene Polygone zu zeichnen. Die Sichtbar-
keitspiifung stellt die eigentliche Herausforderung dar, da hier die Algorithmik zum Bestim-
men von Fachenteilen eingesetzt werden muss.

1.1 L6sungsidee Visualisierung

Die Polygone, die die AuRenmauer des Museums und die einzelnen abgetrennten Bereiche
darstellen, sind als Punktliste gegeben. Nicht festgelegt ist die Skalierung des verwendeten
Koordinatensystems. Daher muss adnst die Bounding-Box (also die extremen Koordina-
tenwerte) aller Polygone bestimmt werden, um eine Verschiebung und Skalierung ins Bild-
schirmkoordinatensystem zu ermitteln. Eine Funktion zum Zeichnen voiliige) Polygo-

nen im Bildschirmkoordinatensystem ist in den meisten Grafikbibliotheken vorhanden und
kann hier zur Darstellung verwendet werdeiir Bie AuRenmauern und digtcher wird die

selbe Routine verwendet, digdther werden lediglich nach den AuRenmauern in einer an-
deren Farbe gezeichnet. Der Weg des Naébtviers besteht ebenfalls aus einer Menge von
Punkten. Nach Transformation ins Bildschirmkoordinatensystem kann der Weg als Polyline
dargestellt werden. Auch hierzu stellen die meisten Grafikbibliotheken fertige Funktionen zur
Verfugung. Anstelle einer direkten Visualisierung am Bildschirm kann auch der Urabeg
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ein Grafikformat und dessen Anzeige gdwt werden — mit Blick auf den Ausdruck von Bei-
spielen ohnehin eine gute Idee.

1.2 Losungsidee Sichtbarkeitspriifung

Generell basiert die Sichtbarkeitsifung darauf, den gesamten @berpiifenden Bereich in
einzelne (konvexe) Regionen zu zerlegen, die den Nacht@chter entweder vollahdig
sichtbar oder vollgtndig nicht einsehbar sindiF jede dieser Regionen wird anschliel3end
uberpiift, ob sie sichtbar ist, die Region wird entsprechend eimipef Zur Regioneneintei-

lung gibt es verschiedene Adize, die sich grob in zwei Klassen einteilen lassen: a) Einteilung

in geometrische Teilobjekte (geometrischer Ansatz) oder b) Einteilung in Berechnungsatome
(Pixel; diskretisierender Ansatz). Im folgenden wird aahst der geometrische Ansatz be-
schrieben, anschliel3end wird auf diskretisierende Verfahren eingegangen. Die vielen weiteren
Moglichkeiten der Sichtbarkeitsberechnung, bei denen sich geometrische Elemente mit Dis-
kretisierungen insbesondere des Naduhterweges, aber auch der Museumsformen oder des
Sichtkreises mischen, werden niclither behandelt.

1.2.1 Geometrischer Ansatz

Abbildung 1: Wege des Nachéghters und sichtbarer Bereich

Beim geometrischen Ansatz wird die Ausstellungsifie des Museums zaichst in einzel-

ne konvexe Polygoridkhen zerlegt (partitioniert). Abbildung 1 zeigt exemplarisch einzelne
Sichtbarkeitsverhltnisse @ir verschiedene Standpunkte und Bewegungssituationen des Nacht-
wachters. Dabei wird ein Innenpolygon (ein “Loch”) angenommen, das wie ein Rauntimit T
geformt ist; solche Extrerafle zeigen Schwierigkeiten besonders gut auf. An Hand der Bilder
ist erkennbar, welche Strecken zur Partitionierung des Raumes (genauer: der Musghansfl
die von diesem Innenpolygon beinahe eingeschlossen wirdtigeémwerden. Die linke Abbil-

dung zeigt, dass alle #W\de und ihre Veéingerungen betrachtet werdeiissen. Insbesondere
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fur die Raumauf3enkanten sind diese Strecken erforderlich. In einigen Bereichengsidd W
und ihre Veringerungen aber auch sichtblockierende Kanten. Die mittlere Abbildung zeigt,
dass es nicht ausreichend ist, nuaide und deren Vearhgerung zu betrachten. Zum Teil
kann auch sclég geschaut werden, der durch eine Wand verdeckte Bereich reduziert sich hier
(durchgezogene Linie). Die rechte Abbildung schlie3lich verdeutlicht, dass auch die Weg-
punkte des Nachtachters betrachtet werdenissen. Geht der Nachaehter nicht an der
gesamten Uirdffnung des Raumes vorbei, ist der sichtbare Bereich deutlich geringer. Zusam-
menfassend ergibt sich, dagsgliche Polygonpunkte, egal, ob sie zu AuRanden, lbchern

oder zum Nacht@chterpfad gebren, bedacksichtigt werden rinssen.

Abbildung 2: Beispielhafte Partitionierung des Raumes nacheinander durch alleddyii m
chen Arten von Strecken

Eine beispielhafte Zerlegung zeigt Abbildung 2. Die Unterteilung entsteht, indem égjg-m
chen Strecken zwischen jeweils zwei Polygonpunkten eingezeichnet und bisichsten
Wand veréingert werden. Nicht béacksichtigt sind Strecken, die bereits zwischen den bei-
den Punkten eine Wand schneiden. Im linken Bild sind lediglich diedvgerungen von
Wanden eingezeichnet, im mittleren Bild Aatiich die Linien, die durch andere Kombina-
tionen der Wandpunkte entstehen. Im rechten Bild sind alle Linien — auch die vom Endpunkt
des Nachtwchter-Rundganges — eingezeichnet.

for i = 1 to #Polygonpunkte

for j = i to #Polygonpunkte

mschneldet eine Wand
ja nein

verlingere p,p, an jeder Seite bis zur nichsten Wand

verwende verlingerte Strecke zur Unterteilung

Struktogramm 1: Auswahl verwendeter Strecken

Dieses Verfahren ist formaler in Struktogramm 1 wiedergegeben. Dabepgibt p, die
Polygonpunkte, #Polygonpunkte bedeutet die Anzahl der Polygonpunkte.

Im nachsten Schritt ilssen die Schnittpunkte zwischen den so ermittelten Unterteilungslinien
bestimmt werden (s. Abbildung 3). Die in Struktogramm 1 gefundenen Strecken werden an
den Schnittpunkten in Teilstrecken unterteilt. Diese Teilstrecken siatksgie Kanten der
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Abbildung 3: Schnittpunkte zwischen den Unterteilungslinien

for i = 1 to #Strecken

for j =1 to #Strecken

Strecken i und j schneiden sich

ja
Trage Schnittpunkt zw. i und j in Schnittpunkliste S, ein

Trage Start- und Endpunkt von i in S, ein

Sortiere Punkte in S, entlang der Strecke i

for j =1 to #Punkte in S, <1

Trage Strecke §[j] 5[+1] als Kante ein

Trage Strecke §[j+1] S/[j] als Kante ein

Struktogramm 2: Unterteilung in einzelne Kanten
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konvexen Polygonfichen, in die der Raum aufgeteilt wird. Struktogramm 2 gibt das dazu
notige Verfahren an.

Abbildung 4: Jede Kante géit zu zwei Polygon#ichen

Aus der Kantenmenge muss nun eine Menge von Poly@cmdin entstehen. Dabei hilft die
Tatsache, dass jede Kante in genau zwei Polygoh@n vorkommt (s. Abbildung 4). Setzt
man voraus, dass die Polygdrdhen nur in einer Orientierung durchlaufen werden, ségeh
jede gerichtete Kante (wie sie in Struktogramm 2 erzeugt wurde) nur zu genau einer Poly-
gonflache. Die Polygonfichen lassen sich nun erzeugen wie in Abbildung 5 illustriert und in
Struktogramm 3 angegeben.

Abbildung 5: Erzeugung einer Polygoache durch Kantenumlauf

Jede durch Struktogramm 3 generierte Polyguoffé ist konvex. Da auch die im Museum lie-
genden Bereiche wie Toiletten, Garderobe etc. von Kanten umgeben waren, sind auch diese
Bereiche durch Polygoriftheniiberdeckt. Dies stt aber nicht weiter, da diesedehen fir

den Nachtwchter spater von jedem Standpunkt aus hinter einer Wand liegen und richtiger-
weise als nicht sichtbar klassifiziert werden.

Abbildung 6: Zwei Strahlen erreichen den Weg des Naéltviers, die Elche ist sichtbar.
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for i =1 to #Kanten

benutzt{k] = true ?

Beginne neue Polygonfliche mit k,
Startpunkt=Start{k)

Endpunkt=Ende(k;)

benutzt[k] = true

while Startpunkt # Endpunkt

for j =1 to #Kanten

Endpunkt = Start (k) ?

ja

Winkel zwischen k und k; minimal?

ja
Merker = k;

nein

Fiige Merker zur aktuellen Polygonfldche hinzu

Endpunkt = Ende(Merker)

benutzt[Merker] = true

Schliefe Polygonfliche ab

Struktogramm 3: Generierung der Polygdtien

fori =1 to #Flidchen

SP = Schwerpunkt (PF)

sichtbar = false

for j = 1 to #Polygonpunkte

Strahl von SP in Richtung P, trifft Nachtwiichterweg
ja

sichtbar = true

nein

sichtbar = true ?

ja

nein

Markiere Fliche als sichtbarer Bereich

Struktogramm 4: Sichtbarkeitdjfung fur eine Fache
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Fur alle soweit bestimmten &then gilt, dass sie entweder vadllstlig sichtbar sind oder
vollstandig nicht im Blickfeld des Nacht&chters liegen. Es reicht also aus, einen ausgezeich-
neten Punkt im Inneren einer jederaéhe auf Sichtbarkeit zu igien. Dies sei im folgen-

den der Schwerpunkt der&dhe, der bei einer konvexen Polyg@ecthe immer innerhalb der
Flache liegt. Von diesem Punkt aus werden die Strahleramtlehen anderen Punkten der
urspiinglichen Polygone betrachtet. Bért ein solcher Strahl den Weg des Nachthters,
bevor er eine Wand schneidet, ist der Bereich sichtbar. Abbildung 6 zeigt hierzu ein Beispiel.
Den Algorithmus @ir die Sichtbarkeitsifung gibt Struktogramm 4 an.

Abbildung 7: Sichtbarer Bereich im Beispiel

Die Ergebnisse von Struktogramm 8rinen als geschlossene Polygaofien eingezeichnet
werden. Es ergibt sich ein Diagramm der sichtbarélké; ein Beispiel zeigt Abbildung 7.

1.2.2 Diskretisierender Ansatz

Abbildung 8: Sichtbarer Bereich im diskretisierten Fall

In der Klasse der diskretisierenden Verfahren gibt es verschiedene Abstufungen. So wird zum
Teil nur die Fhche diskretisiert, zum Teil auch der Weg des Naélotwers; sogar die Rund-
umsicht kann diskretisiert werden, etwa in 360 verschiedene Sichtstrahlen. Generell kann man
sagen, dass der algorithmische Aufwand eines diskretisierenden Verfahrens erheblich unter
dem des vorgestellten geometrischen Verfahrens liegt. Diskretisiert man lediglich den Frei-
raum in einzelne Pixel, so ergeben sich unmittelbar konvexe Regioimedief man jeweils

eine Sichtbarkeitspifung ausiihren kann (vgl. geometrisches Verfahren, Struktogramm 4).
Das Ergebnis ist in Abbildung 8 dargestellt.
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Abbildung 9: Fehlerhaft klassifizierte Bereiche bei einer Diskretisierung.

Bei diesem Vorgehen ergeben sich zwaagBy Rundungsfehler, wie sie in Abbildung 9
dargestellt sind. Die auftretenden Rundungsfehler sind dabéingi von der geahlten
Auflosung der Diskretisierung. Je feiner das Raster ao$gy&t, desto geringer sind auch die
auftretenden Rundungsfehler. Entscheideémdlfe Losung der Aufgabe ist, dass die Aigling
immer hoch genug geahlt ist, um alle relevanten Details der Umgebung noch hinreichend
genau zu erfassen. Um genauer zu sein, sollte die Rasteyandl nach dem Abtasttheorem
mindestens doppelt so hoch sein, wie der minimale Abstand zwischen zwei beliebigen Poly-
gonpunkten in der Umgebung und im Weg des Nadafwters. Wird dies nicht beachtet, so
konnen Details der Umgebung beim Rastern verschwinden und Ausgbgeifeilbereiche

sind fehlerhaft.

1.3 Bewertung

Die Aufgabenteile 1 und 2 werfen keine besonderen Probleme auf. Das Einlesen der Formen
bzw. eines Rundgangs sollte uneingeadikt funktionieren, ebenso deren Visualisierung. Bei

der Visualisierung ist es séh, wenn die inneren Polygone vdimf3eren des Museums abge-
hoben werden. Das Gesamtbild des Museums darf durchaus unorthodox sein, wenn dies in der
Einsendung begndet wird (ein Restaurant kann z.B. eine Aul3enterrasse haben, so dass sein
Polygon nicht vollshndig innerhalb des Museums liegt). Das Programm sollte aber sicherstel-
len, dass der Rundgang oder Weg des Naébhiers innerhalb des Museums und nicht durch

die Locher verhuft.

Der entscheidende Teil ist die Sichtbarkeitsberechnung. Wie schon geschildert, gitdies f

se Aufgabe verschiedenésungswege mit stark unterschiedlichem Aufwand. Dies stellt auch
ein zentrales Element in der Bewertung dar. Angesichts der Komgtader geometrischen
Losung wird diese nicht erwartet. Daher wird ein&slung, welche die Bthe, den Weg des
Nachtwachters und/oder den Sichtkreis diskretisiert (es gibt hier yi@aschenbsungen),
nicht grundétzlich beanstandet. Punktdlge gibt es aber, wenn die Sichtbarkeitsberechnung
unablangig vom gewhlten Losungsweg fehlerhaft ist. Das Wagnis einer voll geometrischen
Losung wird auf jeden Fall mit Bonuspunkten belohnt.

Je nach bsungsweg ergeben sich verschiedene weitere wahrscheinliche Fehlerquellen. Im
diskreten Fall wird zum einen eine Einsicht in die prinzipbedingten Unmlichkeiten einer
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solchen lbsung erwartet. Es sollte erkannt worden sein, dass depéufly eine entscheiden-

de Bedeutung zukommt und dass es auch bei einer hoheisfinfy immer noch zu Run-
dungsfehlern kommt. Zum anderen sollte die Asflng in Ablangigkeit von den Eingabe-
daten geeignet geihlt sein. Idealerweise bestimmt das Programm diedSufhg anhand der
Eingangsdaten automatisch. Eine fest gbelte Aufbsung sollte zumindest den Daten gerecht
werden; die Aufbsung sollte also mindestens doppelt so hoch sein wie der geringste Abstand
zwischen zwei Polyederpunkten. Eine solche @deliche plausible Begndung tir eine fest
gewahlte Aufbsung wird erwartet.

Im geometrischen Fall wird es vorkommen, dass nicht alle digglihkeiten der Trennungs-
linien beficksichtigt werden. Fehler dieser Aitifren zu Bereichen, die nur teilweise sichtbar
sind. Ein weiterer wahrscheinlicher Fehler ist eine fehlerhafte Segmentierung nach korrekter
Unterteilung. An dieser Stelle muss man nicht unbedingt die oben beschriebene Zerlegung
in Polygonfichen realisieren. Auch eine Triangulierung dexchien ist mglich. Sollten hier
jedoch konkave REchen als Ergebnis dglich sein, deutet dies auf einen Fehler hin. Zum
Schluss muss noch auf den Algorithmus geachtet werden, der zwei Linien auf Schnitt oder
Beruhrung testet. Hier muss zwischen Blerung und Schnitt unterschieden sein! Ein Strahl,
der eine Wand nur b&hrt, geht genauso wie ein Strahl, der keine Wand trifft, weiter. Hin-
gegen ist ein Strahl, der den Weg des Naciaiters auch nur bignrt gleichbedeutend mit
einem Strahl, der den Weg schneidet. Beides bedeutet Sichtbarkeit.

Von der Geschwindigkeit der Programme darf erwartet werden, dass die Bereclinaimgh
einfachen Pfad im Beispielmuseum niclmger als 10 Minuten dauert. Berechnungsergebnis-

se missen noch geeignet angezeigt werden; in einer geeigneten Ergebnisvisualisierung sind
das Museum, der Rundgang und der sichtbare Bereich zu erkennen. Zumindest in kleineren
Beispielen ist es sinnvoll, Ergebnisse von Berechnungsschritten anzuzaimgich wie in

den Abbildungen dieses Abschnittes. Wie immer werden mindestens drei verschiedene Bei-
spiele erwartet, die die Funktionsweise des Programms geeignet veranschaulichen.

Als Erweiterungen sind eine automatische Pfadgenerierung und ein eiriyadelsrSichtfeld

des Nachtw@chters naheliegend. Bei der automatischen Pfadgenerierung muss zum einen auf
die Korrektheit (sind wirklich alle Bereiche sichtbar) und zum anderen auf die Effizienz (keine
unnitzen Schirkel im Weg) geachtet werden. Ein eingesotktes Sichtfeld des ®¢hters

ist eine eher geringigige Erweiterung, da sie bei allen beschriebenerafzen keine grolie
Herausforderung darstellt. Selbstvarsilich sind auch weitere Erweiterungegfich.

10
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2 Trimm-Dich-Pfade

2.1 LoOsungsidee
2.1.1 Grunds atzliche Uberlegungen

Die entscheidende Frage der Aufgabenstellung lautet im K&ra viele verschiedene dtlich-
keiten?”; die naive Art, auf solche Fragen zu antworten, ist dasiAlen der Mvglichkeiten
und Ausschluss der Duplikate. Dochdiglichkeiten gibt es zu viele: jedes Gekonnte ge-
nommen werden oder nicht, und das machtNMe&seraten 2 Moglichkeiten, was schoruf
gar nicht mal allzu lange Trimm-Dich-Pfade so viele sind, dass das Auf- undhdz zu
lange dauert. Es gilt also, Anzahlen vordjlichkeiten zu berechnen, ohne di@ilichkeiten
aufzahlen zu nissen. Die richtige Idee dazu lautet: Beim Gagr den Trimm-Dich-Pfad
kann ich ein neues Gérvom Typt zu allen bisherigetybungen dazu nehmen oder nicht:
die Anzahl detUbungen verdoppelt sich also zshst. Doch all&Jbungen, die beim vorigen
Gerlat des gleichen Typs durch Hinzunahme dieseatSemntstanden, entstehen nun noch ein-
mal; hatte ich mir damals diese Zahl gemerkibnkite ich sie nun einfach abziehen. Das klingt
verninftig — doch ist es auch korrekt?

Sicherheitshalber betrachten wir das Problem auch einmal etwas formaléchateinmal

lasst sich beobachten, dass man sich an einer bestimmten Trainingsstation entscheiden kann,
entweder sein Training und damit den Trimm-Dich-Pfad zu beenden oder$bimegen an

einem der mglichen Geéate fortzufihren. Ein @&chstes ragliches Geit lasst sich durch ge-

nau ein Element der Menge der vorkommenden Buchstaben (im Folgendebe#sichnet)
angeben. Dabei ist zu beachten, dass es keine Rolle spielt, wo sich dieksterGeit kon-

kret befindet, solange es hinter dem aktuellenaGgorkommt. Deshalb kann man immer

den rachsten entsprechenden Buchstaben im Text @oigw und umgeht damit gleichzeitig

das Problem, dass bestimmte Sequenzen doppelt vorkommen (es gibt immer nur genau ein
nachstes Gét eines bestimmten Typs).

WennP,(c) : Z — Z nun die Position desathsten Géits vom Typc hinter Positionn im
Pfad (also im Text) angibt und den Wertl hat, falls kein solches Element existiert, dann
lasst sich die AnzahT (m) der nmbglichen Pfade, die an Station starten, durch folgende
Formel ermitteln:

T(-1)=0
T(m =1+ 3 T(Fn(c) (1)

Da der Pfad nairlich mit jedem Geiiit beginnen und auf3erdem auch komplett leer sein kann,
lautet die Formeliir die gesamte Anzahl andglichkeiten:

1+ EzT (Po(c)) )

11
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Der Wert vonPmy(c) ist immer strikt gbRer alanoder gleich—1, denn das &chste Geit vom
Typ c steht entweder weiter hinten im Pfad oder existiert nicht. Daher ist garantiert, dass die
Berechnung der Formel terminiert.

Weil man nach der Anzahl unterschiedlicher Sequenzen in einer Zeichenkette sucht, sollte
das Ergebnis unalingig davon sein, ob die Zeichenkette varts oder iickwarts verarbeitet

wird. Das ist deshalb bemerkenswert, weil der Algorithmus dann noch nicht alle Daten haben
muss, um die Berechnung zu beginnen (man sagt, der Algorithmus kann “online” arbeiten).

2.1.2 Mogliche Berechnungsverfahren

Der naive Ansatz an dieser Stellée, einfach zwei Funktione® und T zu schreiben, die
genau der oben beschriebenen Definition folgen. Man kann allerdings schnell erkennen, dass
dies zu exponentiell mit derdnge des Textes ansteigenden Laufzeitgmtfund deshalb auf

gar keinen Fall fir den Kafka-Text funktionieren wird. @fe dies der einzige Algorithmus,

dann ware das Problemnicht handhabar‘ (engl. untractable), d.h. unberechenbar im Sinne
von ,kann nicht zu Lebzeiten berechnet werden“. Deshalb muss etwasibetdas Problem
nachgedacht werden.

Hier kommt das Prinzip der dynamischen Programmierung ins Spiel: Mit dynamischer Pro-
grammierung wird die Eigenschaft ausgenutzt, dass Ergebnisse von Unterproblemen zwi-
schengespeichert und wiederverwendet werdemgn. In diesem Fall bedeutet das konkret:

Es gibt nurN + 1 mogliche Werte der Funktioi, wennN die Lange des Textes ist, wobei
einer dieser Wert& (—1) = 0 ist. Die andereMN verschiedenen Werte kann maniivéith in

einem Array abspeichern, damit sie nicht mehrmals neu berechnet weidsem Aul3erdem
werden zur Berechnung von(m) nur Werte vonT (k) fur k > m (oderk = —1) verwendet.

Das bedeutet, dass d@isArray also von hinten nach vorne géif und jedesmal auf bereits
vorhandene Werte zugegriffen werden kann.

Die Berechnung eineB-Wertes ist jetzt inX| Schritten nidglich, also nur abéngig von der
GrolRe des Alphabets, wenn man davon ausgeht, dass die Werkeindtonstanter Zeit be-
rechnet werdendnnen. Damit ist die Gesamtlaufzeit des Algorithmus proportion& ZJZ |,

was sogar schnell genugrfden Kafka-Text ist. Der Speicherverbrauch ist nun proportional
ZuN.

Es gibt allerdings noch eine weitere Verbesserung, die sowohl die Laufzeit- als auch die Spei-
cherkomplexit verbessert und deshalb auf jeden Fall@menswert ist.

Jedesmal, wenh berechnet wird, werden gengj weitere Werte def -Funktion befitigt:
T(m) =1+ ;T (Pm(c))
ce

Ruft man sich nocheinmal die Bedeutung der FunkfRyic) ins Gedichtnis, @&mlich die
Position des achsten Trainingsgats vom Typc hinter Positionm, so ist klar, dass sich die
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berbtigten Werte deiT -Funktion nur fir das Geiit g andern, was gerade zuvor betrachtet
wurde, also das Géat an der Stellen+ 1. Das rachste Vorkommnis von Géirg hinter der
Stellemist namlichm+ 1, war aber vorher (bei Berechnung von recitg)1(g).

Da dies die einzigénderung in der ganzen Summe ist, kahfm) ausT (m+ 1) berechnet
werden:

T(m) =T(m+1) —T(Pmya(g)) + T(M+1) @)
=2-T(m+1) = T(Pns1(9))
Mit diesem Schritt ist jetzt die Berechnung eines Wertes Tan konstanter Zeit raglich,
sodass nur noch eine Verbesserung der Speicherkonitlbelgibt: es werden immer nii|
Werte vonT gleichzeitig im Speicher béigt. Es macht jetzt keinen Sinn mehr, die Werte von
T bzgl. der dazugeirigen Position im Text anzugeben, sondern vielmehr bzgl. deat§er
dass sich an dieser Stelle befindet. An die Stelle ¥om+ 1) tritt T(g), und T (Pmy1(9))
wird durchV, den vorhergehenden Wert var(g) ersetzt. Dieser vorhergehende Wert von
T(g) muss also in einer weiteren Variable gespeichert werden,Wgjl ja schon den neuen
Wert beinhaltet.

Alle T-Werte werden mit O initialisiert, denn es gibt in einem leeren Pfad keine Parcours, die
mit irgendeinem Buchstaben beginnen. Weralso das Gext an der aktuellen Textposition
mundg das Geéat an der Textpositiom+ 1 ist, dann ist

T(@=2-T(g -V (4)

Der Algorithmus hat nun eine Laufzeitkomplexitvon©®(N) (wenn arithmetische Operatio-
nen mit konstanter Laufzeit angenommen werden) und eine Speicherkoraiplexio(|Z|)
—und entspricht dddberlegung, die ganz am Anfang schon intuitiv angestellt wurde.

2.1.3 Grof3e Zahlen

Ein weiterer Bestandteil dieser Aufgabe ist es, mit grol3en Zahlen umzugehen. Die unten ange-
gebene Implementation verwendetiatagin fertiges Modul. In Bearbeitungen, die Additions-
bzw. Multiplikationsarithmetik eigenandig realisieren, sollte dies fi@lich auch besprochen
werden.

2.2 Programmdokumentation

Diese Losung verwendet Java, wo die Klagglnteger die arithmetischen Operationéber-
nimmt. Die Implementation des oben beschriebenen Algorithmus ist dann rigbergicht-

lich. Wie bereits in der bsungsidee beschrieben, kann der Text in beiden Richtungen ver-
arbeitet werden; diese Implementation arbeitet von links nach rechts. Wichtig ist, dass die

13
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Funktionswerteiir T alle mit O initialisiert werden (es gibt keine Pfade vor dem ersteraGer
der leere Pfad wird erst beim Aufsummierenimssichtigt).T (g) wird in vorher gespeichert
undV in letztes Damit T[0] korrekt auf 1 gesetzt wird, werderorher und letztes mit 1
initialisiert.

Listing 1: Quelltext

private static Biginteger trimm(String text){
/I T[c] speichert die Anzahl der Moeglichkeiten
/I von dem letzten Zeichen "c" aus
Biginteger [T = new Biginteger [256];

/[ Initialisierung
for (int i = 0; i < T.ength; i++)
T[i] = Biginteger.ZERO;

/[ dynamische Programmierung ueber

/I die Anzahl der Moeglichkeiten

Biginteger letztes = Biginteger.ONE,

vorher = Biginteger.ONE;

for (int pos = 0; pos < text.length(); pos++){
vorher = vorher.subtract(letztes).add(vorher);
letztes = T[text.charAt(pos)];
T[text.charAt(pos)] = vorher;

}

/l Der Pfad kann mit jedem Buchstaben des Textes
/I beginnen, daher alle Moeglichkeiten aufsummieren.
Biginteger sum=Biginteger.ZERO;
for (int i = 0; i < T.length; i++)

sum = sum.add(T[i]);
/[ 1 addieren fuer die leere Uebung
return  sum.add(Biginteger.ONE);

2.3 Programmablaufdokumentation

Fur die Programmablaufdokumentation sollten mindestens die drei gegebenen Beispiele so-
wie der Kafkatext bearbeitet sein. Die Aufgabenstellung fragt aber auch, wie man sich da-
von Uiberzeugen kann, dass das Programm korrekt funktioniert. Nebenibe@eeugenden
Losungsidee und eventuell einer formalen Begiung fir deren Korrektheit (also z.B. eine
formale Herleitung wie in Abschnitt 2.1) géten dazu auch einige Teslie, deren Antwor-

ten bekannt sind, weil sie von Hand berechnet werd@mkn. Beispielsweise gibt earf

einen Parcours, der nur aus einer Sorte von Trainingsgietbesteht, gendl+ 1 verschie-
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dene Mglichkeiten; fir einen Parcours, der aus N verschiedenera@arbesteht, gibt ed'2
Moglichkeiten.

Es gibt noch weitere Testiglichkeiten: ein Beispiel ist der Ergebnisvergleich mit eingin
cheren* Verfahren, z.B. einerdsungsbestimmung durch volsidige Suche, wobei dies nur
fur kleine Eingabedlle mbglich ist und eine fehlerfreie Implementation voraussetzt.

2.3.1 Beispiel 1

Listing 2: Eingabe
RTRT

Listing 3: Ausgabe
12
2.3.2 Beispiel 2

Listing 4: Eingabe
RTRBRTBTTRRBTR

Listing 5: Ausgabe
3868
2.3.3 Beispiel 3

Listing 6: Eingabe

RTBRSTBTRBTRRTSSSSSRRTTSTRTTSBBRTBRSBRRBBBSRBRBB

Listing 7: Ausgabe

307573196245

15



24. Bundeswettbewerb Informatik, 2. Runde Losungshinweise

2.3.4 Kafka

Listing 8: Ausgabe

2132655505398523599624510360871858367070
6784019501087307817213809518247753289748
01331486029415505979 ... 887617112250276
3681633799298087432904777424971909750583
3867540434157215366201213670074196931938
66488

2.3.5 Beispiel 4

Listing 9: Eingabe

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Listing 10: Ausgabe

41

2.3.6 Beispiel 5

Listing 11: Eingabe

ABABABABABABABABABABABABABABABABABABABAB

Listing 12: Ausgabe

433494436
2.3.7 Beispiel 6

Listing 13: Eingabe
RSTUVWXYZ

Listing 14: Ausgabe
512
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2.3.8 Beispiel 7

Listing 15: Eingabe

AEEEEEEEEEEEEEEEBCCCCCD

Listing 16: Ausgabe

768

2.3.9 Beispiel 8

Ein Beispiel, das per Hand ipibar ist.
Listing 17: Eingabe

ABAC

Listing 18: Ausgabe

14

Ergibt die Zeichenketten:
{e,A,B,C,AB,AC,BA AA BC,ABA ABC, AAC,BAC,ABAC}
2.3.10 Beispiel 9

Es ist auch wichtig, dass Greiddte getestet werden wie z.B. eine leere Eingabe:

Listing 19: Ausgabe

2.4 Bewertung

Das Wichtigste ist, dass der auf dem Prinzip der Dynamischen Programmierung beruhende
Losungsansatiif diese Aufgabe erkannt wurde. Akzeptabel ist eiieung, die die Laufzeit
O(N-|Z]) und den Speicherverbrauct{N - |Z|) hat, solange sie schnell genug ist, um den
Text von Kafka zu verarbeiten und figich auch die richtige Antwort liefert. Auf jeden Fall
muss die Laufzeit- und Speicherkomplé&tities Algorithmus besprochen werden.

Da es hier nicht sehr einfach ist, sich wirklich sinnvolle Erweiterungeitbailegen, wird eine
Losung, die wirklich eine Laufzeit vo@(N) und einen Speicherverbrauch v8(Z|) hat, mit
Bonuspunkten belohnt.
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Wie gesehen gibt es z.B. in Java die KlagigInteger, die natirlich einen Teil des Pro-
blems schondst. Falls eine solche Klasse Bestandteil einer Sprache ist, ist es legitim, diese
zu verwenden. Implementationen eigener Large-Integer Funktionen sollten korrektisein; f
besonders vollgindige und gutednnen Extrapunkte vergeben werden.

Schlief3lich muss auch auf den letzten Satz der Aufgabenstellung eingegangen werden: Wie
kann man sich davoiaberzeugen, dass das Programm korrekt arbeitet? Wenn dieser Aufga-
benteil ausreichend beantwortet worden ist, dann sollte das Testen des Programms (durch die
Bewerter)uberflissig sein. Zum einen muss didich die Losungsidee verdhdlich und kor-

rekt sein, aber besonders wichtig sind hier Tak#f die,ahnlich wie einige der obigen, per

Hand generiert und verifiziert worden sind; denn selbst wenn diseihgsidee noch so korrekt

ist, ist es noch lange nicht offensichtlich, dass die Implementation stimmt. Zu den geforderten
vier Beispielen sollten mindestens noch weitere drei kommen. Eine formalé@rikgrg fir

die Korrektheit des Programms wird belohnt, ebenso eine besondeiihdigsie Diskussion

und die Umsetzung weiterer Tesiglichkeiten.

Als Erweiterungen sind vor allemdsungenghnlicher Probleme denkbar, wie etwa die Be-
stimmung der Anzahl verschiedernarsammerdngenderUbungen auf einem Trimm-Dich-
Pfad. Die Implementation von Testprozeduren stellt alleine noch keine Erweiterung dar.

3 Wer wird Weltmeister?

Die erste Schwierigkeit der Aufgah®Ver wird Weltmeister?‘ besteht sicherlich in der Iden-
tifizierung des sportlichen Wettbewerbs, um den es sich handelt. Dighevng von, Toren®
scheint auf ein Ballspiel zu verweisen, allerdings tragen Tore auch bei Abfahrtsrennen im Ski-
sport eine bedeutende Rolle. Dennoch wird in der folgenden Diskusaidigldie Hypothese
verwendet, es handele sich bei dem Wettbewerb um ein Ful3ballturnier. Sellastakestsind
jedoch auch andere Interpretationen altige Losungen denkbar — schliellicbhrnen mit

dem 1r die Spezifikation des Turnierablaufs verwendeten Format auch Turniere ganz anderer
Sportarten mit deutlich anderen Ablaufstrukturen angegeben werden.

Im ersten der folgenden Abschnitte werden die verschiederiglidhkeiten fir eine Model-
lierung des Systemd-ul3ballspiel* sowie die Alternativeriif die Verifikation dieser Modelle
behandelt. Darauf aufbauend wird in Abschnitt 3.2 ein Beispiel-Modell entwickelt. Schliel3-
lich wird im letzten Teil auf die Bewertung der einzelnen Teilaufgaben eingegangen.

3.1 L6sungsidee allgemein: Modellierung

Allgemein lasst sich die Modellierung des Fuf3ballturniers im vorliegenden Rahmen in drei
Komponenten gliedern:

e Definition der Anzahl und Bedeutung der Parameter, die diedgkeit einer Mannschaft
beschreiben.
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e Berechnungsvorschrifiif die Ergebnisfunktion, die aus zwei Parameitzen zweier
Mannschaften ein Ergebnis berechnet.

e \orschrift zur Bestimmung der Werte der Paramettas aller Mannschaften.

Von wesentlicher Bedeutung ist dabei der Nachweis der Korrektheit des entwickelten Mo-
dells.

3.1.1 Parameters atze der Mannschaften

Jeder Mannschaft wird ein Parametersatz zugeordnet, derdhigkeiten beschreibt. Der Pa-
rametersatz kann dabei aus einem oder mehreren Einzelparametern bestehen. Ihre Bedeutung
erhalten die Parameter durch die Rechenvorschrift der Ergebnisfunktion.

Im einfachsten Fall ist der Parametersstiatischund veandert sich nicht im Laufe des Tur-
niers. Eine komplexere Modellierunghknte jedoch durchaus \rderliche Parameteiize
vorsehen, die dann z.B. Effekte wie Kondition, Motivation oder gesperrte Spieler abbilden
konnten.

3.1.2 Ergebnisfunktion

Die Ergebnisfunktiondsst sich formal wie folgt darstellen:

E = (Ea,Eg) = S(Ma,Mg) 5)

Dabei sindVia undMg die Parameteédze der MannschaftehundB. Das Ergebni& besteht
im einfachsten Fall aus der Anzahl der Tore beider Mannsch&taimd Eg.! Die Ausgabe
vongewonnen/verloren/unentschiedstalleine nicht ausreichend, da die Toranzahierdfe
Bestimmung der Gruppenrangliste notwendig sind.

Es handelt sich dabei nicht um eine Funktion im streng mathematischen Sinne, schlief3lich
hangt der Funktionswert auch vom Zufall ab. Ein solches Konstrukt wird durch eine Ver-
teilungsfunktion beschrieben, die angibt, welches Torakenis wie wahrscheinlich ist. Die
Erfahrung zeigt dabei, dass sehr hohe Toranzahlen sehr selten vorkommen, so dass die model-
lierte Verteilungsfunktion in Richtung hoher Torzahlen sehr schnell abfallen sollte.

Der Erwartungswert der Ergebnisfunktion, also das durchschnittliche Ergebnis beaséhr h
ger Berechnung der Funktion, kann jedoch durchaus als mathematische Funktion betrachtet
werden § bezeichnet eine einzelne Berechnung):

(E) = SMa Me) = fim. = 5 S (M. Mo ©

1Erweiterungen sind denkbar: Gelbe und Rote Karten, Verletzungen von Spielern, etc.
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Offensichtlich muss der Erwartungswert der Ergebnisfunktion symmetrisch in dem Sinne sein,
dass eine Vertauschung der Mannschaftemd B zu einer Vertauschung der durchschnittli-
chen Toranzahleruf beide Mannschafterihrt.

3.1.3 Bestimmung der Modellparameter

Zur Vervollstandigung des Modells iissen noch die konkreten Werte der Paramateed/;

aller Mannschaften bestimmt werden. Dabei sind generell zwea#&astoglich: Entweder
werden die Werte aller Einzelparameter aller Mannschafiektbestimmt, oder es wird eine
Zuordnungsfunktiorntwickelt (die selbst wiederum einige freie Parameter besitzt), die aus
der aktuellen Weltrangliste alle Parame&tzeM; konstruiert.

Beide Verfahren béitigen ein quantitatives Mal3 zur Bestimmung dertéeines konkre-

ten Parametersatzes (@amster Abschnitt). Existiert dieses, liegt ein Minimierungsproblem
vor, das mit Hilfe von Standardverfahren @& werden kann. Der wesentliche Unterschied ist
jetzt, dassiir den Fall der direkten Bestimmung aller Einzelparameter der abzusuchende Para-
meterraum hochdimensional ist (mindestens 32 Dimensionen bei ebensovielen teilnehmenden
Mannschaften), was grof3e Herausforderungen an den Minimierungsalgorithmus stellt und zu
langen Rechenzeitertirt. Anders @ir die Bestimmung mittels ZuordnungtiFdie Parame-
trisierung der Zuordnung sollten einige wenige Parameter ausreichend sein, die sich dann mit
weniger Aufwand bestimmen lassen.

3.1.4 Verifikation des Modells

Bei der Entwicklung des Modells bestehen @ahst einmal sehr grol3e Freiheiten und es
sind viele unterschiedliche Aatze denkbarSeine Berechtigung et ein Modell jedoch
ausschlieRlich dadurch, dass es die Wirklichkeit gut beschidigswegen kommt dddber-
priufung des ge@hlten Modells eine zentrale Bedeutung zu.

Zur Verifikation eines Modells mit statischen Parameitrsn bietet es sich an, die Welt-
rangliste heranzuziehenakst man jede Mannschaft gegen jede andere antreten und berechnet
daraus eine neug\Veltrangliste®, so sollte bei einem perfekten Modell genau diéthiéche
Rangliste herauskommen. In der Praxis gestaltet sich das nicht ganz so einfach, da die Be-
rechnung der Liste recht kompliziert und nicht besonders exakt definiert ist, allerdssjs |

sich mit einigen vereinfachenden Annahmen ein tauglicher Berechnungsalgoritianrdis f
Rangliste finden. Dadurch wird die Auswertung praktikabel und zumindest eineahmgef
Validierung des Modells eraglicht.

Ein Modell mit variablen Parametértzen vollsdndig zu verifizieren ist hingegen kaum sinn-
voll moglich. Hier misste auf Aufzeichnungen alter Weltmeisterschaften und der jeweils vor-
herigen Weltrangliste ziickgegriffen werden, welche nicht ohne weiteresangiich sind.
Durch die geringe Anzahl dgBeispieldaten* (Die Weltrangliste existiert erst seit 1993 und
wurde zudem noch 199%erarbeitet.) dre die Aussagekraft ohnehin gering. Eidgticher
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Ansatz an dieser Stelle béside allerdings in der Verifikation des statischen Anteils des Para-
metersatzes und sclgsiger Argumentation zur Bagrdung des nichtstatischen Teils.

3.2 L6sungsidee konkret: Modellentwicklung anhand eines
Beispiels

Es wird nun eine Beispiel<hsung fir Teil 1 der Aufgabenstellung entwickelt. Dabei wird
der Schwerpunkt auf die generelle Methodik gelegt und das Modell selbst bewusst einfach
gehalten.

Angestrebt wird ein Modell, das dglichst wenige freie Parameter ealtihund an der realen
Weltrangliste verifiziert werden kann. Folglich kommt nur die Verwendung statischer Parame-
tersatzeM; in Frage. Die Bestimmung der Parame#gzeM; erfolgt dabeliber eine Zuordung

f aus den Weltranglistenpunkt@nder Mannschatt (vgl. Abschnitte 3.1.3 und 3.1.4):

M; = f(R) (7)

Wenn nun der Parametersdik als Funktion vorP, bestimmt ist, kann die Anzahl der un-
abhangigen Parameter des Parametmtzes" nicht giRer als eins sein. Anstatt eines Para-
metersatzed; wird also jeder Mannschattber die Funktionf nur ein einzelner Parameter
m; zugeordnet:

m = f(P) (8)

Ein vollig aquivalenter Ansatz bastde darinm; mit P, zu identifizieren und die funktionale
Abhangigkeitf zu einem Teil der Ergebnisfunktion zu machen.

3.2.1 Ergebnisfunktion

Fur die Sclatzfunktion (vgl. Abschnitt 3.1.2) wird ebenfalls eine sehr stark vereinfachende
Annahme gsitigt: Es wird davon ausgegangen, dass die Verteilungsfunkiiodié Anzabhl

der geschossenen Tore einer Mannschaft ausschlie3lich vom ParaiesenMannschaft
abhangt. Damit zedllt Gleichung 5 in zwei unaléngige Teile:

Ea=S(Ma) und Eg=SMg) mit E = (Ea,Eg) 9)

Nun wird als exemplarische Satzfunktion (Verteilungsfunktioriir die Toranzahl) di€leich-
verteilungmit 0 als unterer undy als oberer Grenze verwendet.

2Konkret wird eine reelle Zufallszahl zwischen 0 umdberechnet, die abgerundet die simulierte Toranzahl der
Mannschafi darstellt.
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3.2.2 Berechnung der Weltrangliste

Nachdem die Parametes der Mannschaften statisch sind, kann das Modell anhand einer
fiktiven Neu-Berechnung der Weltrangliste verifiziert werden (s. Abschnitt 3.1.4).

Fur dieses Vorgehen wird allerdings Kenntnis des offiziellen Berechnungsverfahren der Welt-
rangliste vorausgesetzt. Auf der Website der FIfiAdet sich eine lange Beschreibung, ohne
dass das Verfahren jedoch in allen Details quantitativ offen gelegt wird. Allerdings lassen sich
die angegebenen Beispiele verwenden, um eine gakeiNing iir das verwendete Verfahren

Zu gewinnen.

Die Beschreibung der FIFA geht von einer bereits bestehenden Rangliste aus, die die Punk-
testinde aller Mannschaften eéth Ein Spiel zwischen zwei Mannschaftérft demnach zu
einer VeAnderung der bereits bestehenden Punktezahlen der beteiligten Mannschaften.

Die zu vergebenden Punkte einer Partie setzen sich dabei aus Puinktlem fSpielausgang
(Gewinn, Verlust oder Unentschieden) und aus Punkiedié einzelnen Tore zusammen. Der
Starkeunterschied der beiden Mannschaften wirdAxrquantifiziert, welches dem Betrag der
Differenz der Punkteande beider Mannschaften entspricht.

Dem Gewinner einer Partie werdeiir fden erfolgreichen Ausgang des Spiels 20 Punkte gut-
geschrieben, der Verlierer &t daiir keine Punkte. Bei Unentschieden werden jeder Mann-
schaft 10 Punkte zugerechnet. Allerdings werden, um die unterschiedlichen Bkexistler
beiden Gegner zu bigcksichtigen, zutzlich dem schacheren Partner pausciel50 Punk-

te gutgeschrieben und den@sdteren Partner ebensoviele Punkte abgezogen. (Dieser Teil der
Berechnung stimmt zu 100% mit den Beispielen der FIFA-Weligigrein.)

Neben der Wertungif Sieg und Niederlage flieRen auch Tore und Gegentore in die Berech-
nung ein. far das erste Tor einer Mannschaft werdebi2A /750 gutgeschrieben undrfdas

erste erhaltene Gegentor werder-tA/900 abgezogen. Das Vorzeichen detst dabei stets

so zu wahlen, dass die sclaghere Mannschaft bagstigt wird. Um Toren und Gegentoren
nicht zuviel Gewicht zu geben, batt die Punktzahliir jedesfolgendeTor bzw. Gegentor
einer Mannschaft jeweils nur/ad der Punkte des jeweils vorangegangen Tors bzw. Gegentors.
(DieseUberlegungen sind zwar durch die Beschreibung der FIFA-Website motiviert, haben
jedoch eine etwas geringelbereinstimmung mit den Beispielzahlen.)

Nun werden fir jede Mannschaft die einzelnen Béaie addiert und zur bisherigen Punk-
tezahl der Rangliste hinzugggt. Ergibt sich @ir eine Mannschaft aus der Verrechnung der
Punkte fir Tore und Spielausgang ein negatives Saldo, bleibt ihr Punktestand in der Rangliste
unve@ndert.

Damit der Punktestand dexktuellenLeistungsstand der Mannschaften widerspiegelt, fallen
Ergebnissélterer Spiele mit der Zeit aus der Rangliste heraus. Die FIFA-Weligité dazu
folgendes Schema auf: Spiele des aktuellen Jahres werden \igdkiserhtigt, Spiele des vor-
angegangenen Jahres z(87die des Jahres davor zy& usw. bis hin zu einer Gewichtung

Shttp://www.fifa.com/de/mens/statistics/rank/procedures/0,2540,3,00.html
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von 1/8 fur Spiele von vor 7 Jahren. Der aktuelle Punktestand eines Landes entspricht somit
in etwa einem gewichteten gleitenden Durchschnitt der letzten 8 Jahre.

Gemeinsam mit der Angabe, dass jeweils pro Jahr nur maximal 7 Spiele gewertet werden,
lasst sich daraus ein Normierungsfaktor ableiten:

8 7 6 5 4 3 2 1
N:7-(§+§+é+§+§+§+§ 5)231,5 (20)

Das bedeutet, dass um die simulierte Rangliste mit der aktuellen Weltrangliste vergleichen
zu kdnnen, die ermittelten Gesamtpunktzahlen der Mannschaften auf j@WBagegnungen
normiert werden rassen.

Leider gibt es einige Details der Ranglistenberechnung,itidieé Simulation nicht quantifi-
ziert werden Bnnen: Die FIFA gewichtet die Spiele entsprechend ihrer Bedetimitgviul-
tiplikatoren ungedhr zwischen 1 und 2 und es existiert ein nichher spezifizierter Ausawts-
bonus.

Diese unbekannten Komponenten werden dadurdicksichtigt, dass nach einem Simulati-
onsdurchlauf die simulierte Rangliste auf die &atsdiche Weltrangliste normiert wird. D.h. sie

wird linear skaliert, so dass die Summe der Punkte aller Teams aus der simulierten Rangliste
mit der entsprechenden Summe aus der Weltranglis¢eeinstimm®.

3.2.3 Vergleich von Modell und Wirklichkeit

Wurde nun entsprechend der Beschreibung des vorangegangenen Abschnitts eine Weltranglis-
te simuliert, stellt sich die Frage der Quantifizierung des Unterschiedes zwischen Modell und
Wirklichkeit. Hier bietet es sich an, als QualismerkmalD die Summe der quadratischen
Differenzen zwischen den Punktwerten der Mannschaften in simulierter Rari§listel in
tatsachlicher Weltranglist® heranzuziehen.

D ;i(m—a)z (11)

Ein Problem hierbei ist jedoch, dass die simulierte Weltrangliste von einem Lauf des Pro-
gramms zum achsten starken Schwankungen unterworfen ist. Schlie3lich gehen die berech-
neten Punktwerte der einzelnen Mannschaften auf Zufallsvariabléckzudm ausreichende

4und der regionalen Herkunft der Teams

5Sollte dabei ein Skalierungsfaktor kleiner als 1 oder deutliéifRgr als 2 zur Anwendung kommen, ist das ein
starker Hinweis darauf, dass das bestehende Modell einen fundamentalen FeBlerEngieht offensicht-
lich im Widerspruch zur Weltranglistenberechnung laut FIFA.

23



24. Bundeswettbewerb Informatik, 2. Runde Losungshinweise

Genauigkeit zu erzielen, muss man den Vergleich von Modell und Wirklichkeit an den Ergeb-
nissen vieler Simulationgufe ausfihren. Das bedeutet, dass digrchschnittlichersimulier-
ten Punktwerte,
1 N
i)=— i 12

X = 2% (12)
die sich als Mittelwerte der PunktéstdeN einzelner Simulationen ergeben, mit den Punkte-
werten der tatgchlichen Weltrangliste verglichen werden:

D:i«m—mz (13)

Im Zuge der Mittelwertbildung edt man mit geringem z@gzlichen Aufwand gleichzeitig
die Standardabweichung der Punktwerte der einzelnen Mannschbaften

1

N (X2) — (%)? (14)

Oj

Damit [asst sich nu? berechnen, das ein besseres Maflie Abweichung zwischen Simu-

lation und Realit darstellt: )
n
2 (Xi)—P )
= e —— 15
X i;( k (15)

Im Vergleich zur Berechnung vab wird hier die Differenz(X;) —P zusatzlich noch mit der
Standardabweichung; gegen-gewichtet, so dass die Abweichung der Simulation von der
Realitat fur eine Mannschaft, deren simulierter Punktestand einer grof3en Streuung unterliegt,
weniger stark ins Gewich#éflt, als fur eine Mannschatft, deren simuliertes Punktekonto von
Durchlauf zu Durchlauf nur geringen Abweichungen unterliegt.

3.2.4 Parametrisierung f

Zur Vollstandigkeit des Modells fehlt jetzt nur noch eine Parametrisiefyiige die Parameter
der Mannschaftem; aus den Punktwerte der Weltrangliste bestimmt.

Eine sehr einfache Parametrisierung vomit nur einem einzigen Parameter besteht in einer
Skalierung vorP:

m=fR)=" (16)

Zur Bestimmung des Parametersvird X2 systematischifr viele unterschiedliche Wertéf

a ausgerechnet. Aus dieser Rechnung ergibt sich das niedgyiieden Parameterwent=

170. Eine mit diesem Parameter simulierte Weltrangliste (Durschnitt aus 10000 &ufeat)l

istin Abbildung 10 gezeigt. An der horizontalen Achse sind die Mannschaften aufgetragen (in
der Weltranglisten-Reihenfolge),akrend an der vertikalen Achse die jeweiligen Punktwerte
abzulesen sind.
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Abbildung 10: Simulierte Rangliste (Sterne) mit dem Parameter 170 im Vergleich zur
tatsachlichen Weltrangliste (durchgezogene Linie).

Leider fehlt hier jegliché\hnlichkeit zwischen berechneter Rangliste (Sterne) und realer Welt-
rangliste (durchgezogene Linie). Nicht nur, dass die Punktwerte kéeecinstimmung zei-
gen, es hat sich sogar die Hierarchie umgekehrt: Die beste Mannscléifireder Simulation

am wenigsten Punkte, wohingegen die schlechteste Mannschaft am besten abschneidet.

Dieses Resultat bedeutet, dass das Modell modifiziert werden mussa€rsta Versuch er-
folgt mit zwei Parametern ir:

m = f'(R) = (17)

Die Minimierung vony? fiihrt nun auf die Parameterwere= 100 undp = 400. Hier ergibt

die Simulation eine Rangliste, die eine deutlich bessiyereinstimmung mit der tashli-

chen Weltrangliste zeigt (s. Abbildung 11), wenn auch an den beiden Enden der Rangliste
noch etwas dif3ere Abweichungen auftreten.

Abbildung 12 zeigt zur Veranschaulichung des Minimierungsverfahrens das erreginete
fur den betrachteten Ausschnitt des zwei-dimensionalen Parameterraums, aeumdr
aufgespannt wird.

3.2.5 Ausbau des Modells

Zur Verbesserung des vorgestellten Modells bietet es sich aachendieaul3erst unrealis-
tische Annahme zu korrigieren, dass die Anzahl der Tore einer Mannschaftangagplvon

der Strke des Gegners ist. Real$raher ist es sicherlich, das Ergebnis abgig von der
Differenzder Spielshrken zu machen.
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Abbildung 11: Simulierte Rangliste (Sterne) mit zwei Parametera 100 undf3 = 400 im
Vergleich zur tatachlichen Weltrangliste (durchgezogene Linie).
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Abbildung 12: Berechnung vog? fur einen Ausschnitt des Parameterraums. Das Minimum
von x? liegt etwa beir = 100 undp = 400.

Diese Korrektur &3t sich durch eine Modifikation der Ergebnisfunkti®maus Gleichung 9
erreichen, deren Al#ngigkeit vom Parametersamer Mannschaft durch eine Aldmgigkeit
von der Differenz der ParametéatzebeiderMannschaften ersetzt wird:

Ea=S(Ma—Mg) und Eg=SMg—Ma) mit E = (Ea,Eg) (18)

Setzt man nun die Parametrisierung aus Gleichung 17&ingdér Parametex aus der Diffe-

renz heraus:
EA=S(PAEPB) und EBZS(PBEPA) (19)

Fur eine ausreichende Flexibditdes Modells sollten zumindest zwei Parameter zurigenfig
stehen, deshalb wird ein ztglicher Parametey eingefihrt. Fir S wird wieder wie in Ab-
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schnitt 3.1.2 beschrieben die Gleichverteilung verwendet.

EA:s(PAgPBw) und EB:S(PBEPAH) (20)

Das Ergebnis der Verbesserung des Modells ist in Abbildung 13 zu sehen. Ohne die Anzahl der
freien Parameter zu edhen wird nur durch realistischere Gestaltung des Modells eine deut-
lich besserdJbereinstimmung zwischen téishlicher Weltrangliste und anhand des Modells
berechneter Rangliste erreicht.

750[-
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650|-
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0 5 10 15 20 25 30
Mannschaft

Abbildung 13: Simulierte Rangliste (Sterne) mit zwei Paramefesn 600 undy = 135 im
Vergleich zur tatachlichen Weltrangliste (durchgezogene Linie).

3.2.6 Weitere Ideen zum Ausbau des Modells

Eine verbleibende Unzahglichkeit des beschriebenen Modells liegt in der Wahrscheinlich-
keitsverteilung der Tore. In der Redlitist nicht davon auszugehen, dass die Toranzahl einer
Mannschaft einer Gleichverteilung zwischen Null und einer oberen Grenze entspricht. Eher
wirde ein Ansatz die Wirklichkeit beschreiben, dertlmdsichtigt, dass die Wahrscheinlich-

keit fur ein hohes Ergebnis mit der Anzahl der Tore immer mehr abnimmt (ohne jedoch allzu
bald die Null zu erreicherf).

Natirlich konnte man auch noch die Parametrisierdngz.B. durch Einfigen quadratischer
und Mherer Terme Py — Pg) — verfeinern, allerdings &chst dadurch die Anzahl der frei-
en Parameter. Eleganter und vielversprechendee s wohl, zuixchst weitere Fehler bzw.
Ungenauigkeiten der Modellierung zu beheben.

6Z.B. ware hier eine Poisson-Verteilung vorstellbar, die sich auch dahingehend interpretieren lieRe, dass eine
Partie aus einer gewissen Anzahl von Spigkn (Ballbesitz einer der Mannschaften) besteht, die nachein-
ander durchgéihrt werden undiir die jeweils eine gewisse (relativ geringe) Torwahrscheinlichkeit besteht.
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3.2.7 Berucksichtigung externer Faktoren

Teil 3 der Aufgabenstellung fordert die Bmksichtigung externer Faktoren, nach denen die
tatsachliche Spielstrke einer Mannschaft von der durch die Platzierung in der Weltrangliste
reprasentierten abweichen kann. Es bietet sich an, solche Faktoigqualalente Bonus- oder
Maluspunktetx; zu berechnen, die dann bei der Bestimmung der Mannschaftsparameter
zu den zugrundeliegenden Weltranglistenpunkten addiert werden:

m = (R +x) (21)

Nachteil des Gastgebers bei der Weltranglistenberechnung Der Gastgeber der

WM ist automatisch qualifiziert undihrt deshalb in der Vorbereitungsphase der WM keine
Qualifikationsspiele sondern nur Freundschaftsspiele durch. Nachdem jedoch Qualifikationss-
piele durch die FIFA mit dem Faktor 1,5 gedgdrer Freundschaftsspiel@bergewichtet sind,

hat der Gastgeber einen Nachteil bei der Berechnung der Weltrangliste, er wird also gegebe-
nenfalls schlechter dargestellt als er &atslich spielt.

Dieser Effekt &sst sich grob absatlzen. Unter der Annahme, dass hicht automatisch qua-
lifizierte Mannschaften etwa drei Viertel der Begegnungen in den zwei Jahren vor der WM
Qualifikationsspiele sind, ergibt sich ein Anteider fur die Weltrangliste béicksichtigten
Partien, der von Qualifikationsspielen hrt:

_3/4.7- (%)

' N

~0,31 (22)

Dieser Anteil der Partien gehifif eine Mannschaft, die sich qualifizieren muss, mit Faktor 1,5
in den Punktestand einilFden Gastgeber wird dieser Anteil der Partien jedoch nicht gewich-
tet (Faktor 1,0), da es sich ja um Freundschaftsspiele handelt.

Der durchschnittlichengewichtet®unktesaldg (nach Addition von Beitigen tir Spielaus-
gang und Torzahlen aber vor der Multiplikation der Gewichtungsfaktoren), den der Gastgeber
pro Begegnung (gemitteltber die Gesamtheit aller Spiele) erzielen konnte, ergibt sich somit

zu 5 5
P=N(r+@1-n-15 " 42 (23)

wenn man davon ausgeht, dass die Spiele, die nichtim Zusammenhang mit der aktuellen WM
stehen, im Mittel mit Faktor 1,5 gewichtet sind.

Die korrigierte Punktzahl des GastgebBfsrhalt man nun, indem der Anteil voR, der auf
Qualifikationsspiele ziickgeht, mit Faktor 1,5nachgewichtet’ wird:

P=P—-N-r-p+15Nr-p (24)

Fur den Gastgeber Deutschland mit= 710 Weltranglistenpunkten twde sich durch diese
Korrektur der Punktwert um etwa 80 Punkte auf 790 Punktélazh, womit der Anschluss an
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die Spitzengruppe des Turniers (zumindest mathematisch) hergestedlt Allerdings bleibt
zu beficksichtigen, dass sich die Gegner in den Freundschaftsspiefgte-ek sich taighlich

um Qualifikationsspiele gehandelt — wohl deutlich mehr angestrexitgrh Somit wird sich
die taté&chliche Korrektur zwischen 0 und 80 Punkten bewegen.

Heimvorteil des Gastgebers Leider gibt es keinen mathematischen Ansatz, den Heim-
vorteil des Gastgebers herzuleiten. Was bleibt ist eine Aligahg aus dem Bauch heraus: Es

ist wohl nicht davon auszugehen, dass eine Mannschaft wie die deutsche durch das Spiel auf
der heimatlichen Scholle derart hgjelt wird, dass sie sich der brasilianischen als ebeitp
erweisen wirde. Entsprechend ist der Heimvorteil wohl bei deutlich weniger als der Punktdif-
ferenz der beiden&nder von 130 Punkten anzusiedeln.

3.3 Bewertung
3.3.1 Teilaufgabe 1

Dies ist sicherlich der aufandigste Aufgabenteil.ii¥ volle Punktzahl sollte ein vollahdiges
Modell entwickelt, diskutiert und verifiziert werden.

Die Mindestanforderung an das Modell ist eine gewisse Resighe. Im Mittel muss eine
bessere Mannschaft gegen eine schlectiiiteg gewinnen als verlieren. Eine bessere Mann-
schaft muss gegen eine etwas schlechtere Mannschaft weniger oft gewinnen als gegen eine
deutlich schlechtere Mannschaft. Die ErwartungsweiiteToranzahlen sollten im realisti-
schen Rahmen liegen: nicht deutlich kleiner als 1 und nicht deutli@Begrals 5.

Zur Diskussion des Modells gélen plausible Angabeiber durchschnittliche Toranzahlen
und Statistiken der Ergebnisse, jeweils tlie Begegnung zweier in etwa gleich starker und
zweier unterschiedlich starker Mannschaften.

Die Uberpfiifung des Modells anhand der Weltrangliste ist erforderlich. Wenn das Modell
nicht-statische, also sich im Verlauf des Turniersavelernde Parameter eéatt) sollte zu-
mindest der statische Teil anhand der Weltrangliste verifiziert und daridhgigtragung der
Resultate auf den nicht-statischen Teil diskutiert werden.

Es sollte eine pet®liche Einschtzung daiber gegeben werden, wie gut das entwickelte
Modell die Wirklichkeit beschreibt. Ein Vergleich verschiedener Modelle ist interessant, geht
aberuber das erwartete Mal3hinaus.

3.3.2 Teilaufgabe 2

Hier gibt es keine besonderen Schwierigkeiten. Ein System, das ein TurniaBRgEmEinga-
ben korrekt und vollgtndig simuliert, ist Voraussetzungrfdie Losung der Teilaufgabe 4. Es
muss u.a. den Turnierplan und die Gruppenregeln richtig umsetzen. Es wird erwartet, dass die
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Flexibilitat des Formats zur Beschreibung des Turnierplans erkannt wird und das Simulations-
system auch Turniere durchspielen kann, deren Struktur vom gegebenen Beispiel abweicht.

3.3.3 Teilaufgabe 3

Bei dieser Teilaufgabe kann der Phantasie freier Lauf gelassen werden. Platsibgitle-
gungen @ir zusatzlich eingefihrte Parameterigfen aber nicht fehlen. Mindestens sollten die
von der Aufgabenstellung vorgegebenen Faktgieeimvorteil* und, Nachteil bei der Welt-
ranglistenberechnung® (oder zwei andere abmlicher Komplexit) besprochen werden.

3.3.4 Teilaufgabe 4
Aus der mehrfachen Simulation des Turniers ergeben sich einige Statistiken; sinnvoll sind so
oderahnlich:

e Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Mannschaften den Turniersieg zu erreichen

e Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Mannschaften eine bestimmte Runde zu erreichen

e Wahrscheinlichkeiten bestimmter Paarungen (einer bestimmten Runde und/oder zu ei-
nem bestimmten Spieltermin und/oder an einem bestimmten Austragungsort)

Beispiele sollten auf alle berechneten Statistikeriigkigreifen und auch auf verschiedenen
Simulationshufen beruhen. Besonderdilk kann hier auch besonders belohnt werden.

3.3.5 Zusatzpunkte/Erweiterungen

Zusatzpunkte gibt es, wenn eine Teilaufgabe besonders digtgaler ein Teilaspekt beson-
ders gut herausgearbeitet wurde oder wigner die Aufgabenstellung hinausgehende Themen
austihrlich betrachtet wurden. Einige Beispiele:

e Berucksichtigung der Eigenheiten verschiedener Sportarten;
¢ besonders aufandige Diskussion der Berechnung der FIFA-Weltrangliste;

e ausfihrliche Betrachtung des systematischen (nicht-statistischen) Fehlers des entwi-
ckelten Modells, also seiner ialenten (Un-)Genauigkeit;

e umfangreiche Suche im Parameterraum nach der besten Parameterkombination;
¢ sinnvoll durchgefihrter quantitativer Vergleich mehrerer unterschiedlicher Modelle;

¢ aufwandige nicht-statische Modelle (BRmksichtigung von Kondition, Motivation, Wind
und Wetter, etc.).
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Perlen der Informatik — aus den Einsendungen

Allgemeines

Dies kleine Gedicht, so einfach und schlicht
ist der Anfang der folgenden Seiten

und winscht allen Gescheiten

viel Spal3 beim Durcharbeiten.

Fur den interessierten Leser werden folgende Werke als wigiemde / ergnzende Literatur
empfohlen.

Bis ich zu dieser Erkenntnis gelangte, hatte ichalmigge Fehlscliige. Die scinsten nachte
ich im Folgenden zur allgemeinen Erheiterung auflisten.

Dadurch wird die Anzahl der unteidgkzten Betriebssysteme leider erheblich eingesuki; es
stehen nur noch UNIX / Linux, Microsoft Windows und Mac OS X zur \iging.

Aufgabe 1
Phytagoras
Trifft der Strahl eine Ecke, kriegt die Funktion Panik und arkden Ausnahmezustand.

Aus Zeitgtinden konnte keine weitere Klasse 'Ray’ implementiert werden. Dies sei dem Leser
alsUbung auf Grundlage der vorhandenen Klasslearlassen.

Dies ist eindeutig ein Besucher: er geht desinteressiert am Rafael Roth Learning Center vorbei,
auch den Holocaust-Turm guckt er sich nicht an, im Garten des Exils wird ihm dann etwas
schwindelig (vielleicht auch vom @&tdigen 360-Grad-Drehen) und er taumeltimkr zum
Ausgang.

Nun wandert der Nacht@&chter abeiiber unendlich viele Punkte, und wir haben nicht genug
Zeit, den Algorithmus mit allen ausZitiren.

Aufgabe 2
Alternativer AufgabentitelDie sportliche Kafkalake
Noch nie habe icliiber ein so kurzes Programm so lange nachgedacht.

Algorithmen mit quadratischem Speicherverbrauch @tetichen SplRen kann man sich also
schon einmal abschminken.

Auf die mathematische Konstruktiondohte ich aus informatischen @rden nicht weiter
eingehen.
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Aufgabe 3

Wer wird Weltmeister:
Bayern Munchen 39,5%

Mit all diesem kann der Verlauf und das Ergebnis beliebig angepasst, ja beeinflusst werden;
und ganz ohne die kroatische Wettmafia.

Wunder-von-Bern-Effekt
if (wunder) { // Ein Wunder kehrt das Spielergebnis um

Nachdem mein Programm die WM mit diesen Werten simuliert hat, ist mir aufgefallen, dass
die Ergebnisse zum Teil recht hoch ausgefallen sind. Ich habe deshalb die Anzahl der (virtu-
ellen) Spielminuten auf 60 gesenkt.

Die Chance nahe beieinander liegender Mannschaften kommen jedoch oft ifeerh
50:50, so z.B. bei Deutschland und Costa Rica, obwohl Deutschland eigentlich besser ab-
schneiden sollte. Wie wahr, wie wahr . ..
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